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£B 论 


在 工 节 .国防 和 科学 技术 的 很 多 领域 里 ,被 考查 的 对 象 在 其 发 
展 过 程 中 ， 由 于 受到 各 种 偶然 因素 的 影响 ， 往 往 表现 出 某 种 随机 
人 性 ,它们 溃 带 以 一 事 随 时 间 和 而 变化 的 数据 序列 形式 被 人 们 记录 到 ， 
这 种 序列 通称 为 随机 序列 或 时 间 序 列 ， 分 析 研 究 这 些 序列 的 数学 
方法 就 叫做 时 间 序 列 分 析 方 法 , 有 时 也 称 为 时 序 分 析 ， 时 序 分 析 
的 目的 是 为 了 进行 预报 、 ЖЕ БИДЕ ПИ ЫЕ. ТЕШ ДЕЛУ AT ВУ 6 08 
上 ,讨论 时 间 序 列 的 预报 和 随机 涯 移 的 控制 等 方法 ,是 本 节 所 称 的 
时 间 序 列 的 应 用 部 分 ， 

如 何 从 具体 的 实际 问题 中 提出 时 序 分 析 问 题 ? 对 这 些 问题 如 
何 分 类 2? 解决 各 类 问题 可 以 使 用 本 书 的 一 些 方 法 ? 我 们 将 通过 以 
下 七 个 典型 例子 加 以 说 明 ， 

@ 1. 陈 踪 雷达 误 竹 特性 的 鉴定 问题 .一 部 只 标 距 踪 雷 达 的 质 
县 如 何 ， 最 线 要 通过 它 姑 跑 目标 时 的 测量 误差 膝 衡 量 . 为 了 鉴定 
这 种 乍 达 , 须 用 雷达 上 距 踪 飞行 目标 (如 飞机 );, 记 录 其 飞行 轨道 数据 
( 见 图 一 ), 即 目标 与 需 达 的 瞬时 径 向 卫 离 DG), MA ЕС) 和 方位 
A aG). 若 取 等 间 沪 的 采样 ， 就 得 到 三 捉 数 据 序 列 Dis =, 和 
a (k = l; 2，…), Яр Di 一 DORT), в, = e(kr) 和 ou 一 ak 
(k= 1,2, --+.), то РНЫ. 与 此 同时 , 用 更 精确 的 观测 设 
备 ( 比 如 径 纬 仪 照 像 进 备 ) 观 调 同 一 目标 ， 并 记录 以 上 三 个 相应 的 
坐标 序列 ,其 结果 表示 为 D， вр MaG —1,2,-+.), 这些 量 
相对 于 Di s, Жо, П, 可 以 近似 为 目标 的 真实 轨道 坐标 数据 . 
于 是 序列 AD, = D, — Dk, Ав, = Е, — gt Ж An; = a — ak 
(¿= 1， 2，… 《有 见 图 二 )》 就 可 以 看 仇 雷 达 对 此 目标 跟踪 时 的 测 
量 误 差 序 列 . 但 是 ,即使 在 相同 飞行 条 件 下 ,重复 试验 所 获得 的 误 
着 序列 也 不 会 完全 相同 . 那么 用 什么 方法 记 旭 这 些 误 差 序 烈 的 属 


+ Í = 


Еро 这 就 属于 时 序 分 析 区 课题. 


i - -- S. 


图 一 “” 瑟 雷达 跟踪 目标 
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众所周知 ， 这 些 误差 序列 的 样 水 均值 与 样本 方差 值 分 别 由 以 
下 诸 式 计算 : 


м N N 
— l — 1 1 
АР = — > AD,, Ав = — Ав, Ла = — Ла 
NE O? N > о N > t 
(1) 
K 
(20), = 1 У) (Ар, — Ару 
N k= 
А 
(е), = 1 У) (де, — Ағу 
N к= 
М ' . 
А _ | 
(Аа), = — 2, (до 一 До)? о) 
k=" 


它们 是 描述 序列 ADi Asa Ао, 的 重要 数字 指标 . 但是, 仅 用 
这 些 指标 还 不 能 揭示 出 序列 的 更 多 更 深刻 的 性 质 ， 也 不 能 满足 现 
代 技 术 的 需要 ， 我 们 将 要 介绍 的 时 序 分 析 方法 是 一 种 参数 化 的 时 
域 分 析 方 法 , 它 便于 在 数字 计算 机 上 实现 ， 所 谓 “ 时 域 分 析 ”, 是 指 
通过 数据 序列 在 时 间 域 上 的 各 种 平均 值 进 行 分 析 ， 比 如 用 上 述 的 
样本 均值 、 样 本 方差 值 以 及 更 有 用 的 样本 沙 方 差 酒 数 秆 等 。 样本 
协 方差 函数 值 也 是 一 种 时 域 上 的 平均 值 ,以 AD, 序列 为 例 ,其 定 
X% 
+ CAD) = — >, (Ар, — AD) САР, — АБ) 


j= 0, 1,2... (3) 
ET SAUL RA Ж EARI TREE РЕ SU BJA ЗЕ РЕК 
(т САО), ; = 0, +1, +2, .--) 
(HEELE), 假定 (或 者 说 近似 地 ) 属 于 某 一 特殊 七 数 类 „НП 
具有 有 悍 谱 密度 的 平稳 序列 的 协 方差 图 数 类 ( 见 第 一 ,二 瘟 ), 这 一 
孙 数 类 中 的 每 个 渭 数 被 一 组 参数 值 唯一 决定 ， 和 而 根据 附录 SI 可 
NL, WAZA raD) 属于 这 一 函数 类 的 充分 必要 条 忻 是 序列 
w, = AD, — Е(АР,) 满足 以 下 的 随机 差分 方程 


Wi PI erp > RB Өм 一 :一 qirg 


C+} 
其 中 e 是 均值 为 零 的 白 噪 声 序列 ， 即 Ea, = 0, Ea, = 30ro3 ， 
而 且 由 (4) 式 的 系数 确定 的 天 个 代数 方程 
] — Pro — pw? — +++ — рро? = 0 
1 一 Bo 一 Do 一 -一 站 oo 一 用 (5) 
的 袜 全 在 单位 图 外 :项 它 们 的 模 都 大 于 1， 而 及 两 个 方程 没有 公共 
W, RTE CO 式 称 为 随机 序列 o, 的 随机 模型 ,或 简称 模型。 这 
样 一 来 , 所 谓 对 时 间 序 列 AD 的 分 析 , 就 转化 成 求 定 参 数值 p, а 
和 Pis Ф» "Фр Ois 02 by， oa 的 问题 了 ， 因此 称 这 种 时 
序 分 析 为 “参数 化 的 时 域 分 析 ”， 第 三 、 四 两 章 就 是 论述 这 些 参 数 
的 估计 方 甘 的 . 
根据 大 量 的 数据 分 析 结 果 表 明 ， 在 雷达 最 踪 同 一 空域 的 飞行 
目标 时 ,其 咀 踪 误差 序列 的 模型 可 近似 表 为 
和 一 一 
无 论 是 AD, Ав, 还 是 Awxkt， 都 可 以 用 上 述 模型 近似 描述 ,只 是 
各 自 的 参数 有 所 不 同 . 册 这 种 模型 所 决定 的 w ПО) БИРУ ЖЕБЕ 
的 形式 包括 以 下 的 常见 形式 
Ti 一 oe i coswj, 一 0 £1, <+2--- (6) 
通过 这 种 时 序 分 析 ， 不 仅 能 给 出 误差 序列 AD,, Ав,, Aa, 
的 了 系统 仿 差 量 的 估计 ,以 及 各 自 方 差 的 估计 ,而 县 给 出 了 序列 的 频 
谱 特性 的 估计 ( 见 第 一 章 ), 它 反映 了 雷达 的 跟踪 狂 能 .粗略 地 说 ， 
2 和 如 的 值 越 小 , 重 达 对 目标 机 动 变化 的 反应 越 退 钉 ， 至 于 分 析 
这 些 误 差 特性 的 目的 ,对 于 研制 雷达 者 来 说 ,是 为 了 了 解 产 品 的 品 
质 和 改进 方向 ,对 于 使 用 霜 来 说 ,目的 之 一 是 为 了 雇 定 能 否 控 收 产 
上 部。 还 有 另外 的 目的 ,将 在 下 一 个 例子 中 报 述 . 
上 述 分 析 内 容 不 仅 适 用 于 雷达 误差 鉴定 ， 对 于 许多 连续 工作 
的 精密 仪表 的 随机 漂移 量 ,比如 惯性 陀螺 的 随机 沽 移 最 等 , 阅 样 可 
以 进行 类 似 芍 时 序 分 析 . 
@ 2. 用 滤波 方法 解决 测 轨 问题 .在 设计 高 射 炮 指 挥 仪 或 导弹 
制导 时 , 都 会 簿 到 适时 测 胃 间 题 。 近年 来 常用 Kaiman 滤波 中 方 
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法 解决 这 类 问题 ,市 且 通常 是 采用 较 简 便 的 二 阶 多 项 式 模 型 方程 . 
这 里 我 们 仅 投 述 轨 道 的 一 个 坐标 分 量 x, 的 滤波 方程 ,其 它 坐 标 完 
全 类 似 . 设 目标 的 瞬时 速度 为 如, 加 速度 为 z+*， 取 三 维 状态 和 失 量 
为 x, = (хаз igs BY x 的 变化 规律 有 时 被 近似 地 描述 为 


1 r" 1 р g 


о 1 w | 0 (7) 
0 Ü 1 ; н» 
其 中 是 采样 间 隔 { 有 时 在 (72) 式 中 的 三 阶 方 阵 的 第 三 行 第 三 列 的 
元 素 1 用 8 代替). 雷达 对 坐标 分 量 的 量 洞 结果 可 表 为 
ук = (1, 0, 0)x+ r} (8) 

其 中 a, ЖП р, E Hobi УЛ RJBE3L PF Ж» m 称 为 系统 噪声 ，wx AE 
达 的 量 测 误差 .为 了 利用 (7)，(8) 式 和 Kalman 滤波 方法 适时 人 
IRERE zk， 须要 知道 m 和 v4 AERA Aa ВЕ Л. А4 
型 ， 其 中 对 v4 D: WAATA 1 的 时序 分 析 间 题 。 由 此 可 
见 ， 测 定 眼 踪 雷达 的 误差 序列 的 烧 型 参数 ， 对 使 用 者 琴 说 还 有 另 
一 种 用 处 ,就 是 提供 涨 波 方 法 中 的 部 分 参数 值 。 当然 还 不 只 限于 
为 滤波 提供 参数 ,也 为 控制 设计 等 提供 参数 . 

下 面 着 重 介绍 如 何 测定 <, 的 随机 模型 .为 此 ,也 可 以 利用 例 
1 的 飞行 试验 中 所 获得 的 数据 资料 Dio ex Шол. ЖАРАН А 
И ba y Et: Th УЮ 和 243 АН LI SE SR Tx 为 例 说 明 相 应 的 系统 
МЕ m 的 分 析 方 法 .如 例 1 那样 , Di, ek ЯП оз 被 当做 真实 轨道 
数据 ,那么 xx 也 是 真实 轨道 数据 .由 《7) ATA. 


， 15, 
* === Xp 十 ТХЕ, 十 э їка 


£, = йл + TR 
Ë, Ёк, F ig 
其 中 k= 1, 2,.**， 由 此 不 难看 出 ， 即 使 < 可 以 近似 地 看 做 平 
稳 序 列 ，x 也 不 是 平稳 的 .事实 上 ，x4 是 飞行 昌 标 的 坐标 量 , E 
的 变化 一 般 不 会 是 平稳 的 ， 因此 分 析 数 据 x, 不 能 和 分 析 vi 的 方 
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法 完全 相同 。 这 时 我 们 希望 通过 非 平稳 序列 z, 的 数据 建立 a. 的 
平稳 模型 ， 所 以 先 要 找 出 x, 和 xx ЕЖ. Н НЫЕ, 
分 别 计 算 x, 的 二 次 和 三 次 差分 ， 

Vr, = (x, тк) — (алу 7 #42) 


1 1 a, 
= Tř 十 — TE — тї — — T Ër 
2 2 
a . l a 
= r(š;- i — ira) 十 F: T Hg- 
2: 1, 
= рр + — TH 
2 
з 2 1» 2. 1 z 
Wx = F Xi + > E Haa TX > T HAY 


3 1 
= Te -一 > TI (9) 


Ва, Ve 可 以 近似 地 看 做 平稳 序列 . 若 将 数据 进行 三 次 差 
分 后 ， 再 按照 例 1 的 方法 进行 时 序 分 析 ， 并 给 出 其 寞 型 参数 的 估 
计 ;然后 利用 r 与 и, 的 关系 式 (9) 便 可 以 得 到 wi 的 估计 机 型， 
假定 用 m 代表 Vx4、， 其 模型 定 为 (4) 式 的 形状 ， 那 么 将 (9) 式 代 
入 (4) 式 可 得 


3 1 3 1 
(+ Tu, 1 -一 > Tuga) -一 A Tima -一 2 Tuy — +" 


一 Z T’ рор — Tup 
ve 2 Н р— э Н. 一 请 一 3 
— Ze dar — +r z — ба,» 
5 
й; Ё. 1 
则 上 上 述 模 型 化 为 


i 1 1 
н (Pi 十 1) 一 (е, 一 了 Pi J — 


= b, Өф — +++ Ө, 
这 就 是 ww 的 随机 模型 . 若 由 上 式 的 系数 记 确 定 的 丰 应 平 (5) 式 的 
前 一 代数 方程 以 1 为 根 ， 则 应 沽 虑 <, 四 阶 差分 ( 详 见 第 二 章 ). 
通过 这 一 例子 的 叙述 ,我 们 得 到 的 另 一 启发 是 ,时 序 分 析 方法 可 以 
推广 应 用 于 公 x, 这 样 的 非 平稳 序列 、 即 z, 的 若干 次 差分 后 的 序 
列 赂 于 我 们 所 讨论 的 平稳 序列 . | 

在 应 用 滤波 和 控制 的 领域 中 ,几乎 都 会 遇 到 上 述 类 似 的 问题 ， 
近 十 儿 年 来 的 时 序 分 析 方 蒜 随 着 现代 渡 访 和 控制 的 广泛 应 用 而 得 
到 了 新 的 发 展 ， 本 书 所 介绍 的 方法 就 是 最 近 应 用 较 多 的 方法 . 

例 З. 随机 霖 动 模拟 问题 .很 多 精密 装置 在 运输 过 程 中 因 受 震 
. 动 而 影响 其 寿命 或 质量 ， 为 要 了 解 某 种 装置 因 受 这 种 震动 所 造成 
的 损耗 情况 ,常常 需要 进行 大 量 的 试验 ， 当 然 , 可 以 把 该 装置 放 在 
火车 或 其 他 运输 工具 上 ， 通 过 长 时 间 运 行 后 考查 其 损耗 程度 ， 科 
学 的 方法 是 在 室内 设计 一 种 震动 台 , 将 此 装置 放 在 台 上 ,使 台 休 模 
WERTH, 以 代替 运输 试验 . 使 震动 台 模 拟 运 输 震 动 的 方 
法 有 很 多 种 ,过 去 常用 多 次 谐 波 震 动 来 模 氛 ,但 这 种 方 社 与 真实 情 
况 相 差 较 大 . 现在 多 采用 随 械 蜂 动 方法 , 也 就 是 使 置 动 台 按照 唱 
声 发 生 器 产生 的 夸 机 序列 进行 堪 动 ， 于 是 自然 提出 这 样 的 问题 : 
用 怎样 的 随机 序列 值 驱 动 震动 台 ， 才 能 更 逼真 地 模 氢 运输 震动 ? 
解决 这 类 问题 便 可 用 时 序 分 析 方 法， 其 大 致 步骤 如 下 , 先 将 震动 
敏感 元 件 和 记录 设备 安放 在 运输 工具 上 ， 使 其 在 某 个 上 路段 上 行驶 
并 记录 下 震动 变化 量 , 再 通过 离散 采样 而 得 到 一 惠 时 间 序 列 值 .如 
#1 记述, 可 以 对 此 序列 值 进行 时 序 分 析 , 确定 它 的 宰 型 , 然后 用 
噪声 发 生 器 (或 用 计算 机 ) 产 生出 间 类 型 的 随机 序列 ， 使 震动 台 按 
照 这样 的 序列 值 进行 震动 .这 样 模 氛 的 效果 显然 更 接近 真实 情况 

在 以 上 三 类 应 用 中 ,进行 时 序 分 析 工 作 之 后 ,如 何 完 成 进一步 
的 任务 ,如 最 佳 滤 疲 器 和 模拟 装置 的 设计 等 等 ,这 些 都 不 属于 本 书 
的 范围 ， 下 面 的 几 个 例子 中 提出 的 间 题 归于 另外 几 种 类 型 的 时 序 
分 析 的 应 用 ,包括 预报 、 识别 , 控制 或 检测 等 。 这 些 都 在 本 书 所 讨 
论 的 范围 之 内 ， 
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#14. 电力 负荷 预报 ， 以 z, 表示 第 站 小 时 内 车 城 市 平均 用 电 
负 茧 量 , 开 始 时 刻 取 下 一 1, UA REYRE. EI} zk = 1,2, 
.…*) 便 是 具有 一 定 随机 性 的 时 间 序 列 ( 见 图 三 )。 


图 三 ” 某 地 各 小 时 平均 用 电 仙 从 曲线 


为 了 合理 分 配 货 电 , 须 要 根据 现在 和 过 去 时 刻 用 电 情况 ,估计 
未 来 时 刻 用 电 的 多 人 少 ， 比 如 现在 时 刻 为 第 # 小 时 ,那么 ,就 权利 用 
数值 wx ,gay zs*"* ,zs 预报 Tais Fatin” F. 这 就 是 电力 负荷 预 
报 癌 题 , 从 直观 上 用, 每 天 同一 小 时 (如 上 午 八 点 ) 的 用 电量 做 乎 是 
差不多 的 ,也 就 是 说 ,序列 = 近似 为 局 期 变化 ,其 周期 长 度 为 24. 
因此 ,可 以 用 三 角 函 数 回归 的 方法 进行 预报 ， 对 这 类 可 称 为 "季节 
性 模型 的 时 间 序 列 , 本 书 将 采用 另 一 种 方法 处 理 , ВЛАК РЕ 
理 例 2 ri x, 的 办 被 , 对 z, 的 一 种 特殊 的 差分 序列 进行 时 序 分 析 ， 
确定 它 的 随机 模型 ( 详 见 第 六 章 ), 然 后 用 最 小 方差 估计 ( 见 第 一 章 
和 和 第 七 章 ) 进 行 预报 . 这 样 效果 比较 好 . 

解决 各 种 预报 问题 , 是 时 间 序 列 最 广泛 的 一 类 应 用 . 比如 在 
气象 ,水 文 , 天 文 、 交 通 及 交 祷 研究 等 部门 都 可 应 用 ,还 有 人 进行 过 
预报 病虫害 的 尝试 

例 5. 轧钢 过 程 的 系统 识别 问题 . 在 轧钢 工艺 中 ,钢板 通过 力 
辊 后 , 被 轧 制 成 更 薄 的 钢板 ( 见 图 四 )。 控制 转制 厚度 是 通过 调整 
Засан). ВІА, ЈЕ РИТ: ААСО ЕЕ АЕТ Е. 
ВРЕ УУ РОА У ЖЕ ШИЕ 8 ERE, ВТЕ Я 
ЖАЗ НЕН, — A ЕО БНР у ЙЫ Bi 2: „ЈАЈА H РЭ БЕ Hi Ë 


真实 辊 链 变 大 , 因而 扎 制 后 的 钢板 厚度 也 就 比 辊 颖 略 大 些 ， 在 输 
八 钢板 的 厚度 和 硬度 为 理想 均匀 情况 下 ， 可 以 按照 轧 制 后 的 厚度 
要 求 ,计算 出 合适 的 思 颖 ,并 将 它 固 定 下 来 .这 就 是 单机 沫 的 简单 
轧 制 过 程 。 由 于 实际 的 钢板 厚度 和 硬度 是 在 蘑 一 均 慎 上 下 起 伏 变 
化 的 ;所 以 在 固定 辊 链 轧 制 时 , 轧 轮 的 相对 位 置 总 在 变化 , Н, 
出 的 铝板 的 厚度 也 在 不 断 变化 。 为 了 提高 力 制 精度 , 近代 采用 自 
动 化 调 布 辊 链 的 技术 ， 为 此 ,如 图 四 所 示 , ТЕ A, B 两 处 安装 测 厚 
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装置 , 根据 输入 和 输出 的 钢板 的 厚度 2, 和 版, 适时 地 确定 辊 多 的 

调节 控制 量 х, 以 使 А, 取得 尽量 小 的 起 伏 信 。 这 时 我 们 就 票 用 到 

系统 和 系统 识别 的 概念 ( 风 第 八 章 )， 通常 是 把 轧 制 过 程 当 做 有 输 

人 输出 的 定常 线性 系统 ， 设 А, BEREE r 一 h — h, 大 的 起 

REE y, 一 5, A, HRR ERORE x, w 0), z; 55 

$4 满足 系统 方程 | 
y, 一 站 一 一 一 

== (00,6 — Debyg tt 0 . (10) 

FERE z, 或 它 的 某 次 差分 是 有 有 理 谱 的 平稳 序列 . 这 样 , 就 可 

以 采用 时 序 分 析 的 技巧 ,根据 实测 数据 值 (hs 和 (hs А) Ows 

йн) 来 类 计 (10) 式 中 的 各 个 参数 。 详 细 讨 论 见 第 八 章 ， 在 有 了 模 
型 (10) 式 以 后 ,如 何 分 析 轧 钢 葛 自动 控制 调节 问题 ,将 在 下 化 中 阐 

Ж. 与 本 例 相 类 似 的 实际 问题 在 工业 自动 化 方面 是 很 多 的 . | 

例 6. 轧钢 自动 化 的 最 佳 控制 问题 ， ЖЖ ЖР 5 LAE 

动 化 设计 问题 ， 为 要 设计 自动 谓 节 辊 锋 的 方案 ， 不 仅 要 识别 系统 
. $> 


Стоу 的 参数 ， 还 要 把 辊 颖 调节 入 <, 与 和 输出 钢板 厚度 h 的 关系 也 
按 (10) 式 的 线 狂 系统 加 以 描述 ,并 且 识别 它 的 诸 参 数 . 比如 这 个 
系统 被 确定 为 
yy 
一 эю 一 HW ТТ Сб — Tjt-p—i (11) 
其 中 .六 表示 在 输入 钢板 的 厚度 和 硬度 为 均匀 的 条 件 下 ,纯粹 由 于 
х, 的 改变 而 引起 的 输出 钢板 的 厚度 起 估量 ,或 者 称 为 随机 村 移 重 . 
假定 (10) 式 和 (11) 式 已 分 别 建 立 起 来 ,在 实际 轧 制 过 程 中 ,又 假定 
输出 钢板 的 厚度 漂移 量 是 来 自 三 种 独立 影响 和 的 病 加 , 即 由 于 的 
随机 起 伏 ,控制 量 <, 的 变化 ,以 及 钢板 硬度 变化 三 种 因素 造成 的 . 
此 外 ， 还 假定 h 和 А, 是 可 以 适时 记录 的 量 。x 是 可 以 适时 改变 
的 量 ,而 输 人 钢板 的 硬度 虽 不 能 直接 适时 量 测 , 但 它 的 起 伏 量 主 以 
用 例 1 的 办 萃 进行 模型 识别 .那么 ,所 请 轧钢 最 佳 自动 控制 问题 ， 
就 是 如 何 根据 А, A-o 和 用， 到- 适时 确定 符 制 调节 量 
x, 以 使 输出 量 А 具有 尽量 小 的 起 伏 ， 解决 这 类 问题 的 数学 方法 
将 在 第 九 章 介绍 . 我 们 选用 这 个 例子 , ЕЕ ТШЕ ЖЕН 
论 的 戎 机 控制 的 物理 背景 ， 以 及 如 何 将 具体 的 实际 问题 转化 成 数 
学 问题 ， 真实 的 轧钢 自动 化 过 程 往往 是 非常 复杂 的 , 比如 要 用 到 
Зе, В, 变 灵 活 地 使 用 本 书 的 方法 , 或 者 使 用 第 十 章 
的 多 维 序列 方法 才 可 能 付 之 实 践 . | 
在 工业 自动 化 领域 中 ,尤其 是 化 工 生产 自动 化 中 ,次 似 于 轧钢 
自动 控制 的 问题 很 多 ， 一 般 都 是 把 问题 化 成 这 里 所 描述 的 数学 问 
题 后 再 加 以 解决 ， 
Ў 7. 路 基 检 测 问 题 . 设 从 甲 地 到 乙 地 有 一 段 铁 路 ,在 火车 上 
装 一 套 敏感 震动 的 记录 设备 ， 志 记录 火车 在 这 段 铁 路 上 行驶 中 的 
震动 情况 .火车 每 在 这 段 路 上 行驶 一 次 , 便 可 以 得 到 一 段 随 机 序列 
值 Йа» уау 《比如 Hk RERS) 18) М 1-Е, 26 
似 于 例 1, 可 以 用 本 书 第 三 ,四 章 的 方法 识别 出 w, 的 随机 模型 , BU 
估计 出 44) 式 中 的 诸 参 数值 .火车 从 甲 地 到 乙 地 铬 次 往返 行驶 , 便 
可 获得 大 批 的 数据 资料 wub 有 从 而 可 以 多 次 地 估计 出 它 的 模型 参数 ， 
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根据 大 量 正 常 行驶 的 记载 ， 可 进一步 对 这 些 参 数 佑 计 值 进行 绕 计 
分 析 ， 比 如 求 它们 的 多 维 分 布 ,均值 和 方差 等 ， 以 此 为 依据 ,就 能 
对 以 后 的 各 次 行驶 记录 进行 鉴别 ,车 在 某 一 次 运行 中 ,所 得 到 的 模 
型 参数 估计 值 落 在 正常 范围 以 外 , 由 认为 路 基 须 要 进行 检修 。 Ж 
组 地 判别 方法 可 以 从 第 五 , 六 章 的 内 容 中 找到 , 这 就 是 检测 w, 的 
随机 模型 是 可 发 生变 异 的 问题 。 在 复杂 的 系统 装置 中 , 起 者 在 可 
靠 性 要 求 很 高 的 设备 中 , 检测 问题 是 经 常 遇 到 的 .. 本 书 所 介绍 的 
是 解决 这 类 间 题 的 方法 之 一 . | 
以 上 我 们 通过 一 些 上 只 体例 子 概述 了 时 序 分 析 的 应 用 背景 ， 当 

然 , 实 际 应 用 比 我 们 所 叙述 的 要 丰富 得 多 .此 外 , 还 必须 指出 , 实 
际 问题 往往 是 相当 复杂 的 ,而 本 书 的 方法 总 有 它 的 局 限 性 , .因此 ， 
为 要 解决 好 生产 或 科研 项 目 中 的 具体 问题 ， 必 须 对 客观 事物 作 深 
ATE RE. 在 此 基础 上 灵活 地 使 用 时 序 分 析 方法 , 甚至 要 综合 
使 用 多 种 有 关 的 数学 方法 ,才能 取得 有 实际 惠 义 的 效果 ,。 
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第 一 章 随机 序列 


这 一 章 是 本 书 的 预备 知识 . 我 们 借助 于 实例 , 用 较 通 俗 的 语 
言 引入 平稳 随机 序列 的 概念 。 然后 介绍 平稳 随机 序列 的 描述 方 
法 ,并 且 对 于 平稳 序列 中 的 “频谱 分 析 方 法 ”"、“ 相 关 分 析 方 法 ”及 
“参数 化 方法 "之 间 的 关系 给 予 简要 的 说 明 。 这些 内 容 是 本 章 的 重 
点 .此 外 ,还 将 介绍 两 种 常用 的 估计 方法 ,这 也 是 为 以 后 几 章 做 淮 
Ж. 


$1. 过 程 的 站 观 分 类 


客观 事物 的 发 展 过 程 总 可 用 数量 加 以 表现 ， 在 这 些 数量 表现 
中 ,有 的 星 现 为 随机 时 间 序 列 的 形式 :有 的 可 以 转化 成 随机 时 间 序 
到 的 形式 。 下 面 , 我 们 通过 几 个 实例 来 说 明 各 种 数量 过 程 与 随机 
时 间 序 列 的 联系 . 

例 1. 地 球 与 太阳 之 间 的 蝶 离 , 这 是 一 个 随时 间 而 变化 的 量 
众所周知 , 它 又 是 一 个 周期 变化 的 量 . 

例 2. 在 某 一 海域 里 的 一 个 固定 点 处 的 海水 温度 , 它 也 是 随时 
HEDE. EE, 它 不 象 例 1 中 的 量 有 严格 的 周期 性 变化 规 
#. 

例 3. 地球 每 自转 一 周 的 时 间 ,都 知道 ,是 一 个 不 变 的 量 , 即 每 
自转 一 周 都 是 24 小 时 。 

例 4. 某 城市 每 小 时 平均 用 电 人 负荷 量 ,在 不 同 的 小 时 有 不 同 的 
值 。 它 是 一 串 离 散 的 变化 量 . 

对 于 以 上 四 种 置 ,从 直观 上 可 以 进行 以 下 分 类 : 

象 例 1 这 样 的 量 , 有 完全 确定 的 变化 规律 ,可 以 用 数学 方法 准 
确 地 描述 出 来 ,我 们 称 之 为 非 随 机 过 程 ,又 由 于 它 随 连续 时 间 而 变 
化 ,所 以 吗 做 非 随机 的 连续 时 间 过 程 ， 


PJ 3 与 例 1 相 业 似 ,也 是 一 种 非 随 机 的 过 程 ,不 过 它 只 取 常 数 
值 24 小 时 。 此 外 , 它 的 取 值 是 按 一 天 一 天 计算 的 ,不 是 随 连 续 时 间 
变化 的 ,所 以 称 它 为 非 随 机 的 离散 时 间 过 程 

像 例 2 这 样 的 量 ， 员 然 可 以 记录 下 以 往 各 时 刻 的 海水 湿度 数 
据 , 但 是 不 能 用 数学 方法 准确 地 描述 这 个 量 的 过 去 和 未 来 的 取 倡 ， 
这 是 因为 海水 温度 的 变化 受到 很 多 侦 然 因素 的 影响 ， 它 的 变化 也 
就 皇 现 出 某 各 程度 的 不 确定 性 .我 们 把 这 样 的 数量 过 程 称 为 随机 
过 程 ， 

例 4 与 例 2 相 类 似 ,用 电 朋 荷 量 也 是 随机 变化 量 ， 但 是 , 它 又 
不 同 于 例 2, 而 是 按 每 小 时 计算 的 ,所 以 称 之 为 随机 序列 . 

以 上 这 些 关于 自然 界 各 种 变化 过 程 的 分 类 ， 是 人 们 对 于 客观 
世界 认识 的 一 种 概括 ， 应 当 指 出 ,不 能 把 这 些 分 类 看 成 是 僵 琵 的 、 
一 成 不 变 的 东西 ， 它 们 相对 立 而 存在 ， 在 一 定 条 件 又 可 以 互相 转 
i. 在 利用 这 些 分 类 概念 去 分 析 认 识 实际 对 象 时 , 也 不 要 机 械 地 
套用 一 种 概念 或 一 种 方法 ,而 应 当 灵 活 地 使 用 各 种 认识 手段 ,以 求 
更 深入 更 准确 地 反映 客观 世界 ， 从 而 达到 更 好 地 改造 客观 世界 的 
旦 的 ， 比 如 ,由 于 大 量 应 用 电子 计算 技术 ,有 了 时 须要 将 连续 时 间 过 
程 转化 为 离散 时 河 序 列 ， 最 常用 的 转化 手段 是 对 原 过 程 进行 等 间 
隔 采 样 , 采 样 后 的 过 程 就 是 序列 形式 , 它 在 一 定 程度 上 反 有 映 了 原 过 
程 的 各 各 属性， 反之 ,在 其 些 特定 的 条 件 下 ,也 可 将 序列 转化 威 连 
续 时 间 过 程 ， 再 如 例 3 中 所 说 的 地 球 自转 时 间 , 从 前 ,由 于 当时 的 
生产 和 技术 水 平 的 局 限 , 人 们 能 够 认识 到 地 球 有 自转 运动 ,而 且 自 
转 一 局 的 时 季 相 等 5 这 已 经 算是 科学 的 认识 了 ， 但 是 ,在 现在 的 技 
术 条 件 下 ， 当 人 们 计算 的 时 间 的 精确 度 可 以 达到 毫秒 以 下 的 数量 
级 时 ,结果 发 现 地 球 自转 一 周 并 非 用 严格 相同 的 时 间 , 而 是 在 24 小 
时 上 下 有 此 毫 秘 的 起 估量 ， 这样 , 本 来 认为 是 不 足 道 的 取 常 数值 
的 非 随 机 序列 , 现在 孝 必 须 用 变化 的 量 来 表示 了 ”如果 仍 用 非 随 
机 序列 , 则 为 了 反应 上 述 的 微小 变化 量 的 规律 ,须要 很 复杂 的 微分 
方程 描述 ,而 且 由 于 这 种 方法 的 近似 性 和 实际 计算 上 的 复杂 性 , 常 
常 得 不 到 令 人 满意 的 结果 。 事实 上 , 影响 地 球 自转 稳定 性 的 干 抗 
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因素 ,除了 一 - 些 靠 近 地 球 的 大 星球 的 引力 外 ,还 有 数 不 尽 的 微小 的 
王岳 量 ,把 这 些 当 作 偶 然 因 素 考 虑 不 是 没有 道理 的 . 床 以 ,已 经 有 
人 试图 用 随机 序列 来 描写 例 3 中 的 过 程 量 ， 由 此 可 见 , РР ЕЖ 
从 实际 中 概括 出 来 的 沽 机 与 非 随 机 ,连续 时 间 与 离散 时 间 等 概念 ， 
忆 及 本 书 讨论 的 其 他 松 念 与 方 六 ,机 灵活 地 使 用 它们 ,还 要 在 实 贱 
中 有 所 创新 . | 


5 2、 随 机 序列 的 数学 描述 


为 了 介绍 本 市 的 内 容 , 我 们 先 从 非 随机 过 程 的 描述 说 起 。 E 
如 ,一 个 闭合 电路 上 的 电压 是 一 非 随 机 的 连续 时 间 过 程 ;如 果 电 源 
是 单 蜂 率 的 交流 电 ; 描述 这 一 过 程 只 要 用 一 个 正 驼 纹 数 

А sin (wr 十 фу) . 

MT AP 4, < 和 和 是 依 电源 电路 渣 决定 的 参数 . 再 比如 $1 
中 的 例 1, 如 果 忽 略 对 地 球 公转 的 往 小 扰 动 ,根据 天 体力 学 列 出 公 
转轨 道 所 满足 的 微分 方程 , 它 的 解 〈 为 一 焰 圆 ) 就 是 这 一 过 程 的 描 
述 。 又 如 包 中 的 例 3, 当 把 地 球 自转 时 间 近 似 看 为 常数 时 ,这 个 非 
随机 序列 只 取 则 一 党 数值， 总 之 ,要 敬 握 非 随 机 过 程 的 变化 规律 ， 
一 般 归 结 为 选用 适当 的 函数 ,确定 各 种 参数 ,或 列 出 物理 方程 求 其 
解 , 这 样 便 可 以 《相对 一 定 的 实际 需要 或 认识 能 力 而 言 ) 准确 地 描 
述 这 些 过 程 。 现在 再 来 夏 $1 的 例 2 和 例 4， 昌 然 海水 温度 和 用 电 
负荷 量 都 上 共有 明显 物理 意义 的 周期 性 ， 伍 是 它们 不 能 用 局 期 函数 
很 准确 地 刻 划 . 从 直观 上 容易 想象 , 用 普通 的 微分 方程 也 不 能 精 
确 地 描述 这 些 量 .这 就 是 随机 过 程 与 非 随 机 过 程 的 本 质 差别 ， 对 
于 随机 过 程 ,必须 用 不 同 的 方法 加 以 描述 和 研究 . 

在 讨论 描述 随机 过 程 的 方法 之 前 , 我 们 先 指 出 以 下 两 点 。 其 
一 ;随机 过 程 表面 上 虽然 杂乱 无 章 《 如 绪论 中 图 二 和 图 三 ), 但 是 ， 
它 既 然 是 客观 事物 和 数量 表征 ,必然 有 其 内 在 的 规律 ， 其 二 ,为 了 
掌握 和 利用 这 些 随机 过 程 所 表现 出 来 的 规律 ,需要 一 定 的 数学 工 
其 ,这 就 是 随机 远程 理论 .为 了 加 深 读 者 在 这 方面 的 认识 ,我 们 特 
列举 六 个 按照 不 同 格 式 设 计 的 伪 随 机 数列 作为 例 了 于 ,图 1.2.1 给 出 
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了 它们 的 数值 结果 (用 折线 连接 )。 试 问 : 这些 不 间 的 数列 反映 子 
它们 之 间 有 哪些 不 同 的 属性 昵 9 又 怎么 掌握 这 些 访 性 呢 ? 或 者 
说 ,根据 这 些 数列 推测 出 它们 是 依 怎样 的 设计 格式 计算 出 来 的 昵 ? 
从 图 1.2.1 看 来 , 它们 之 中 有 的 差别 较 大 , 有 的 似乎 看 不 出 什么 差 
BJ. 但 是 , 若 用 这 六 个 数列 分 别 计算 出 六 个 新 的 数列 
N — K 

ñ= Хз ян k= 0,1,2... (121) 
并 依次 画 在 图 1.2.1 rh, = BCZ ERABAT. 
这 又 是 为 什么 呢 ? 这 些 新 的 数列 又 能 揭示 出 原来 的 随机 序列 的 哪 
些 属性 呢 ? 在 本 书 前 五 章 , 我 们 将 逐步 回答 这 些 问题 。 作为 这 一 
场 的 准备 ， 我 们 先 要 介绍 拱 述 随机 序列 的 一 些 必 要 的 概念 和 简单 
性 质 . 


一 、 随 机 序列 的 定义 

随机 序列 就 是 一 尘 随 机 变量 ~ Yis Ty zs б" 所 构成 的 序 
51], 或 用 z: 一 .... l, 2, 3, ++) #71, 对 每 个 固定 的 整数 z, 
х, 是 一 随机 变量 . 


粗 知 概 率 统计 概念 的 读者 便 知道 ， 若 x 是 表示 某 一 随机 试验 
结果 的 随机 变量 ,那么 ,做 一 次 试验 (或 称 取 一 次 样 ), 就 能 获得 一 
个 * 的 取 值 , 称 汐 * ВУ ВАЖИ Хх, 它 是 一 个 普通 的 数 , 以 一 定 
的 概率 出 现 。 对 于 随机 序列 而 言 , 它 的 样本 值 是 一 串 数 询 ，……X,， 
Ху» Ху, 9 它们 分 别 是 随机 变量 "жр Xp Жуз 各自 的 样本 
(а. 

有 三 点 须要 加 以 说 明 。 首先 度 当 指出 , 一 个 随机 变量 * 与 它 
的 一 个 样本 值 尺 , 是 两 种 不 同意 义 的 量 。 前 者 是 对 这 一 具体 的 随 
机 现象 (或 随机 试验 结果 ) 的 总 称 ， 后 者 仅 是 对 这 个 随机 现象 取得 
的 一 个 观测 值 (或 试验 什 )。 因 此 ,在 上 面 钱 述 这 两 个 概念 时 ,前 者 
用 小 斜体 字母 * Я з, АЯ ЮКЕ АХ X, 以 示 区 别 。 ЖЖ 
иа, 目 然 会 分 请 同一 字母 * 或 x, 何 时 代表 随机 变量 , 何 
时 只 是 相应 的 样本 值 。 所 以 , 本 书 将 随机 变量 或 随机 序列 与 它们 
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的 相应 的 样本 值 那 用 相同 的 字母 表示 ,这 里 特 加 声明 ， 

其 次 ,随机 序列 * 的 整数 变量 г, 通常 代表 等 间隔 的 时 刻 增 长 
量 , 如 用 :表示 第 + 时 、 第 : 天 ,第 :次 等 ,但 是 ,也 可 以 代表 其 它 
的 非 时 间 量 , 比如 表示 地 点 、 动 植物 第 е 代 等 售后 者 非常 少见， 
所 以 人 们 常 称 随机 序列 为 时 间 序 列 ， 而 整数 变量 * 其 认为 是 指 某 
时 刻 ， 

最 后 还 须 指出 ,一 个 描述 随机 现象 的 随机 变量 ,往往 可 以 通过 
重复 试验 ,获得 它 的 很 多 个 样本 值 。 用 统计 方法 解决 实际 问题 时 ， 
就 是 要 用 这 些 样本 值 找 出 被 考察 的 随机 现象 的 各 种 统计 量 的 值 . 
但 是 ; 当 把 随机 序列 往 念 用 于 实际 现象 时 , 特别 是 用 于 $1 中 例 2、 
例 3 这 样 的 真正 苦 时 间 而 变化 的 过 程 时 ,人 们 容易 想到 ,这 时 只 可 
能 获得 被 观察 的 随机 现象 的 有 限 数 据 ， 即 相应 的 随机 序列 的 一 个 
样本 值 序列 的 一 段 数值 ， 不 可 能 得 到 一 个 充 穷 长 度 的 完整 的 样本 
EEI. 当然 , 得 到 两 个 或 多 个 祥 本 值 序列 更 是 难以 想象 的 ， 这 
是 通常 的 数理 统计 与 时 间 序列 分 析 的 一 个 主要 不 同 之 点， 今后 可 
以 看 到 ， 上 述 不 足 之 处 并 不 妨碍 我 们 利用 一 自 有 限 样 本 值 来 寻找 
某 类 随机 序列 的 统计 量 . 


二 、 随 机 序列 的 概率 分 布 


一 个 随机 变量 的 统计 特性 完全 由 它 的 分 布 所 确定 ,同样 ,一 个 
随机 序 充 的 统计 特性 也 完全 由 它 的 分 布 所 确定 。 随机 变量 《或 随 
机 了 疝 量 ;的 分 布 可 用 分 布 函数 来 描述 ， 随机 序列 是 由 无 穷 多 个 随 
机 变量 构成 的 ,我 们 说 给 定 了 一 个 随机 序列 

xlt = -..1,2, 3，... 
的 概率 分 布 ,是 指 对 于 任意 有 案 多 个 时 刻 2 6, г 相应 的 随 
机 变量 x #1 ttin 的 联合 分 布 函数 F. (wis 057075 ) 
都 是 被 给 定 的 ,而 且 它 们 之 间 不 能 矛盾 , 即 是 说 由 高 维 联 合 分 布 推 
出 的 低 维 联合 分 布 与 原 给 定 的 低 维 分 布 相同 
有 时 我 们 也 说 给 定 了 序列 x 的 任意 有 穷 维 分 布 . 
如 果 对 于 任意 有 穷 个 不 相同 的 时 刻 hs s trto tms MAJ 
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X, 5 Ж) 3 是 相互 独立 的 随机 变量 , 则 
Е, „а> Xas ` сэ K, J 
= F, (xz, DF Са) Fi (хь) (1.2.2) 
这 时 ,我 们 称 +, 为 独立 随机 序列 。 在 实际 应 用 中 ， 电 了 路 中 的 热 噪 
声 常 常 近似 于 这 种 独立 序列 ， 
如 采 一 个 随机 序列 х, 的 任意 有 穷 维 分 布 具有 以 下 性 质 : 
РРР ЄР Xis tt am) 
= F, tersa ү» Zast 4.0.) (1.2.3) 
Ятт 是 任意 时 刻 人 7 是 整数 ), 我 们 就 称 x, 为 狭义 平稳 序列 (或 严 
ДЕ). ЫБМ, х,о, M Entin "t amia 有 
相间 的 分 布 ,无 论 对 怎样 的 wm 和 时 刻 д, tast atn 以 及 TT 者 如此， 


三 、 随 机 序列 的 参数 表征 


圭 面 已 经 指出 ， 随 机 序列 的 分 布 决定 了 随机 序列 的 全 部 统计 
特 竹 ， 但 是 ,随机 序列 的 分 布 结构 一 般 是 难以 完全 擎 握 的 ,不 恒 于 
分 析 .统计 和 实际 应 用 .而且 , 在 很 多 应 用 中 ， 我 们 并 不 需要 确定 
随机 序列 的 分 布 结构 ,只 要 掌握 它 的 其 些 参数 表征 就 够 了 ， 下 面 ， 
我 们 引 人 随 机 序列 的 均值 .方差 和 相关 函数 等 参数 表征 的 定义 ， 

1. БИН АЗК. 对 每 个 上 而 言 ， 若 把 随机 变量 二 的 均值 记 做 
Ех, 一 p 那么 随机 序列 x: 的 均 慎 函数 就 是 

PE 
Ж z, 的 分 布 为 F(x), Ж r RARE Ск) N 


u, = Ex, = |хағ, бх) = |а (1.2.4) 


有 时 & 只 取 常 数 , 如 81 中 的 例 4 ;有 时 取 周 期 函数 , 像 SI 中 的 例 
2 ;也 有 时 取 其 它 形式 。 为 了 简单 , 常 略 去 “函数 "一 词 , 称 Er, 一 
и, Ж) х, НЫНЕ. 

2. ИЛЭ. HCL AA, 聊 机 序列 的 均值 只 和 送 
帮 序 列 的 一 维 分 布 有 关 . 为 了 分 析 随 宙 序 列 х, 在 不 同时 刻 取 值 
ЈИ, 086238 x, БУ z, ВОИ ЖАЙ. < 


Ta E(x, — Ex, Xx, — Ex, 
= || 一 Hy p Jl (x,y)dxdy (1.2.53 


Tu ЖЖ (z, s) ROTAR, ER29B8 35152 z, BJ El НАЛАР РАЗ. t 
别 把 Yau 一 Е(х, иш Er, Y ПЖ х; 的 方差 函数 ,或 简称 方差 . 

如 果 一 个 随机 序列 <, 的 任 闸 有 穷 维 分 布 部 是 正 态 分 布 , 我 们 
就 称 х, 为 正 态 随机 序列 ， 若 以 f 表示 相应 于 F 的 分 布 密度 ， 此 时 


буба» хаз Tts Za) m С2я | Г, | уЗ 


. oxp [=at 一 Mp) Ta (Xs — Ba) l 


m NUR Гь) (1.2.6) 
其 中 
Ж 《和 и» == Сан» б.э *" “шыў | 
Үү, Yis `". Y em 
Y pt, LA Ыыы Y simim 
ME ЗВУ НОВАЕ ЭЛЧИ ЭҢ ЕРЕ, TEREI, E 
数学 处 理 上 有 很 多 方便 之 处 . 
3. 委 术 关 函 数 ， 序 列 的 自 相关 函数 pj, 定义 为 
о = — (1.27) 
“= Т» 


EAR TEF x, 在 不 同时 刻 取 值 的 线性 相关 程度 ， 

随机 序列 的 参数 表征 还 有 很 客 ， 与 本 节 关 系 审 切 的 就 是 以 上 
三 种 量 , 这 里 就 只 介绍 这 些 。 М (1.2.4), (1.2.5), (127) ZAR 
Ж, pes 7, 和 pe 被 x 的 分 布 唯一 决定 ， 但 是 , 反之 由 m T, 和 
pr 一 般 并 不 能 唯一 确定 x, 的 分 布 。 也 就 是 说 ,具有 不 同 分 布 的 随 
机 序列 可 以 有 相同 的 均值 、 自 协 方 差 和 自 相 关 沙 数 . 虽然 如 此 ,对 
于 大 量 的 搓 昧 应 用 而 言 ， 通 过 以 上 三 种 量 来 掌握 随机 序列 的 统计 
特性 已 经 名 用 了 .当然 ,在 处 理 某 些 实际 问题 时 ,也 不 排除 须要 了 
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和 解 随机 序列 的 分 布 情况 ,不 过 ,这 不 是 我 们 讨论 的 内 容 ， 
$3. 平稳 随机 序列 


沪 了 使 于 读者 掌 深 ,我 们 把 本 书 的 讨论 几乎 完全 限于 正 术 序 
列 范 围 之 内 ， 这 不 会 影响 时 序 分 析 方法 的 介绍 ， 厕 且 会 使 很 多 数 
学 概念 和 性 质 有 比较 简单 的 形式 。 只 在 某 些 个 别 情况 下 , 我 们 指 
出 对 于 非 正 态 序列 的 类 位 结 果 。 此 外 , 本 书 所 介绍 的 各 种 方法 是 
以 广义 平稳 序列 为 基础 的 ， 象 前 面 所 定义 的 狭义 平稳 序列 的 一 般 
和 性质, 我们 不 去 深信 研究。 下 画 叙 述 广义 平稳 序列 的 定义 和 性 质 . 


一 、 广 尽 平 稳 序 鹿 的 定义 


车 随机 序列 x, а= ЕЕ ЗП Н НЕДЕН е 和 :满足 
Ex, = H (1,3,1) 
Ex,z, — g = Y, = Yp (1.3.2) 
则 称 它 为 广义 平稳 序列 (或 宽 平 稳 序 列 ), 即 pw 与 + 无关, Te 只 与 
:一 z 有关.“ 广 义 " 是 相对 (1.2.3) 式 的 “狭义 "而 言 的 ,如 果 狭 义 平 
稳 序列 х, 的 一 .二 阶 矩 都 有 穷 , 它 一 定 也 是 广义 平稳 的 , 反之 则 不 
然 . 如 果 x, 是 正 态 参 机 序列 ,那么 从 \1.2.6) 式 易 知 ，xr 的 狭义 平稳 
性 和 广义 平稳 性 是 一 歼 的 ， 在 很 多 书籍 中 , 都 把 广义 平稳 过 程 简 
称 为 平稳 过 程 , 我 们 也 用 “平稳 序列 ” 的 简称 来 代替 “广义 平稳 序 
列 " 一 户 。 在 实际 应 用 时 ,平稳 序列 仅仅 是 对 于 真实 随机 序列 的 一 
种 近 伏 描述 手段 ,比如 电路 市 的 热 品 声 , ВЕЕ ФИНО 28, 以 及 
其 它 精 密 仪 表 的 漂移 误差 等 , 常用 平稳 序列 (或 平稳 过 程 ) 描述 ， 
至 于 一 一 个 随机 序列 在 什么 情况 下 才 可 以 用 平稳 序列 近似 描述 ， 本 
书 第 三 章 将 给 出 一 种 粗略 的 锥 h 别 方 凌 ， 


二 、 自 协 方 差 函数 与 谱 分 布 


Ye 唯一 忆 定 了 它 的 分 布 ， 从 而 也 就 决定 了 它 的 全 部 统计 性 质 . 
网 , 自 协 方差 岁数 7, 超 着 非 沼 重 要 的 作用 ， 关 于 T.: RIH 


ЖЫ Е: 
1. 对 称 性 : 即 7, е Yon 这 是 因为 


Y, = Ех, ,x, = Ef, tp = Үз, О (1.3.3) 
2 非 负 定性 ， 即 对 任意 正 整 数 т, 方 阵 
Та Р, б Yai | 
ретт аза) 


Ym Ха-а °°* TQ 
是 非 负 定 的 ,也 就 是 说 ,对 于 任意 普 维 实 俏 非 零 向 量 £ — (2, 5. 
”3 Emad 都 有 


m-i- . 
| £T. = 2, т ЕЕ, 0 (1.3.5) 
这 是 因为 | | 
m— 1 ` m— 1 : . 
>; T - Ë = > EREC, 一 pr; — р) 


š, J = . `, 


一 E|; E,( x, — D| > 0 (1.3.6) 


有 时 ,我 们 把 满足 上 述 性 质 1 和 2 的 实数 列 Уо, To Yo 称 为 
FAAEA. 根据 (1.3.357) АТЖ, 7220 及 || <. E 
Z, 任 章 一 个 非 负 定 列 必 为 莫 平 稳 序 列 的 自 协 方差 函数 (了 胸 [3])， 
而 且 有 以 下 定理 ， | | 

定理 1 设 y, 为 一 平稳 序列 的 自 协 方差 函数 ， 则 存在 一 有 界 
非 降 函数 GO), 使 得 

re = | ено ас) (13275 
GOJ 称 为 平稳 序列 x, 的 谱 分 布 。 如 果 ССА) 可 以 微分 ,并 记 
= 2662) 
2(2) УЛ 


那么 , 
Y = | et (A)43 (1.3.8) 


1 
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r) 称 为 平稳 序列 x, 的 谱 密度 ， 当 > [ril < co BF, абд) 一 
EFE ME 
gA) = У) Y | ea (1.3.9) 


k= — = 


在 一 些 工 程 方面 的 蔬 上 , g0) 也 被 称 为 序列 的 功率 湾 密 度 . 
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WMR EFS] а, 的 均值 为 零 ， А272 р Yg = oi 3,05 我 
们 称 这 样 的 a, © Мён НЕЗ], 或 简称 白 嗓 声 。 它 的 谱 密度 


Е.А) = > 02 Bane 244 жє 02 (1.3.10) 


R m— 


З СА) 5—ФШ#й, BHPF2U о, 的 谱 密 度 在 名 个 频率 上 具有 相同 
的 分 量 。 正 象 白 光一 祥 ， 等 量 地 包含 了 各 种 有 色光 的 光 频 分 量 . 
在 有 具 然 和 里 ,纯粹 的 拍品 声 很 难 遇 到 ,但 是 很 多 实际 的 敌 机 序列 可 
以 近似 地 符合 白 嗓 声 的 性 奈 。 扬 澡 声 在 时 序 分 析 理 论 与 方法 的 研 
究 中 起 着 十 分 重要 的 作用 . 


四 、 平 稳 序 列 的 线性 运算 


随机 变量 可 以 进行 加 减 等 运算 , 随机 席 列 也 如 此 ， 比 如 Ж 
一 平稳 序列 , а, 8 是 两 个 实数 , т 是 其 一 罗 定 时 刻 , 那么 

| у, == ax, + 月 xf (13.11) 
仍然 是 平稳 序列 ， 而 且 这 一 运算 可 以 推广 到 无 穷 求 和 的 情况 ， Вр 


假定 a, 是 实数 询 , 且 > lal < оо, 那么 容易 验证 


km-a 


у, == 5 (Xa (1.3.1239 


km — ay 


也 是 平稳 序列 ， 其 中 > «кх, TEH M, N—= oo 时 > дъха 4 
的 均 方 极限 . 


= 22 • 


Б. 设 {al 为 平稳 序列 ， Ж Elar |20, 9 {а} EJ 
方 收效 于 +*。 又 称 = 为 Txt 的 均 方 极限 ， 

一 类 非常 有 用 的 特殊 情况 是 到 x, = a, ХЕ Fis ak m b, 
= k < 0, 这 时 , 平稳 序列 


у, 一 > йс. — (1.3.13) 
称 为 a, me 34 >63 则 
| - 2 “+ | | (1.3.14) 
Ою RAFY. | 


由 以 上 两 式 所 给 出 的 平稳 序列 уг» RH 338 RM ir 
可 以 得 用 到 的 性 质 很 方便 地 求 出 . A (1.3.13) 的 和 为 例 ， 约定 当 
k < Ü Hf, t = 0, HI 
| To~ Ё 5 ~ оуа,—& > wai) ~ > “Esa 


`7 а > 


ОМ? 2 
"о 2, афа, kj == Со У ORO 
ј Е 


k.j=D к=п 
=== н р ы үнү =t' А _ . (1.3:15) 
1—1} | f 
ВубА) = > 1167950 У У, авас" 
| т = — = T=m s =й | 
-r > > ama, IT 一 ої Уу DO оце ац, 
k=0 r=-&k k=0 r=—k 
3 '. 
- А =s gł | s ape 2561 (1.3.16) 


Ag 
Alo) = > cut 


к= 0 
则 人 41.3.1673 可 表 为 


+ 23 a 


-一 一 .一 一 ee 


| СА) = ga | АСе sty |2 (1.3.17) 

НЧА, RARE а, 具有 最 简单 的 常 值 谱 密度 ,但 是 , 由 
它 的 线性 运算 所 得 到 的 y, 可 以 具有 比较 复杂 的 连续 谱 密 度 , 其 中 
包括 下 面 将 要 介绍 的 有 理 谱 密度 . 


三 、 具 有 有 理 庶 的 平稳 序列 


如 上 记述 ,对 于 正 态 平稳 序列 ,只 要 知道 了 它 的 自 协 方差 函数 
yt。， 或 者 知道 了 它 的 谱 分 布 CA) 就 等 于 掌握 了 它 的 统计 人 性质， 
主要 利用 前 者 去 分 析 时 间 序 列 时 , 称 为 ”相关 分 析 法 "或 “时 域 分 析 
法 ”; 主要 利用 后 者 时 ， 称 为 "频谱 分 析 法 “怎样 求 得 一 个 正 态 平 
ВЛАЕ] х, 的 т 8 GO) WE? 除了 从 物理 上 进行 某 些 分 析 之 外 , 主 
要 是 根据 r 的 样本 值 x,, w, -7ta zu 对 T, B GC) 进行 估计 ， 
这 怡 是 时 序 分 析 要 解决 的 主要 问题 之 一 ， 但 是 , 这 里 存在 两 个 难 
点 : 首先 , 自 协 方差 函数 T = 0,11, 2, ---) 是 由 无 穷 多 个 值 


“构成 的 ， 谱 函数 cO) 则 为 在 | 一 二 ， 寺 | 内 取 值 的 函数 ， 要 用 有 


穷 个 x; 的 样本 入 对 所 有 7, 或 CU) 的 所 有 取 什 进行 估计 ,这 就 是 
一 个 难点 。 其次, 见 使 能 够 对 y, 或 СОЛ) 的 所 有 取 值 做 由 估计 ， 
由 于 76, тү, +++ 或 函数 CO) 的 形状 复杂 ,也 不 利于 在 预报 、 控 
制 或 模拟 等 应 用 中 使 用 。 为 了 克服 这 两 个 困难 , 我 们 采用 绪论 中 
提 到 的 “参数 化 ”的 方法 , ШИЕ cO) 局 限 在 一 个 较 窄 的 淆 数 范围 
内 进行 讨论 。 具 和 体 地 说 ,我 们 只 讨论 这 样 一 类 正 态 平稳 序列 ,它们 
的 谱 分 布 GQ) 不 仅 可 微 , ПП Н БШЕК (ЕШ БР) (Л) = 


IGC). 为 cz 的 有 理 函 数 : 
dà 


— x: 日 (Ke 2 
GQ) = a |C (1.3.18) 
Н+ Ө() Ж plo) 为 wm 的 实 系 数 多 项 式 : 
(0) = 1 — Ow — Өд? + со (1.3.19) 


pla) = і — Фио — po — +++ — фро? (1.3.20) 
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商 者 无 公共 因子 ,并 且 限 定 o) 和 ф(о) 的 根 全 在 复 平 面 的 单位 
К. 这样 一 来 ,为 了 估计 GA) 只 要 信 计 р» я» 75 ЯП (1.3.19), 
(1.3.20) 式 的 庄 系 数 就 可 以 了 .而 这 些 只 不 过 是 有 限 个 参数 而 
в. 有 了 这 些 参数 的 估计 值 ， 利用 (13.18) 式 就 可 得 出 ОЛ) 在 


= 二 | 上 的 各 处 取 值 的 估计 . 在 应 用 于 预报 ,控制 和 模拟 等 


目的 时 , 由 于 认为 et%) 具有 {1.3.18) 式 的 形式 , 解决 问题 时 就 容 
m FS T. Н 

谱 密 度 有 (1.3.18) 95 5 хе. #r20 АТАН АМАР 
A. 还 须 指 出 , 自然 现象 中 的 某 些 随机 序列 虽然 不 一 定 真 的 具有 
有 理 谱 , 但 是 , 反映 实际 物理 过 程 的 平稳 序列 , 弧 大 多 数 都 存在 谱 
密度 ,而 且 在 很 多 情况 下 还 可 以 认为 它 是 连续 的 ， 因 此 :在 大 量 的 
实际 应 用 中 ,用 有 理 谱 来 避 近 真实 的 谱 是 一 种 合理 的 方 突 ， 


5. 5237718 


根据 前 面 的 叙述 ， 具 有 有 理 谱 的 平稳 序列 的 自 协 方差 省 数 也 
被 忌 上 诸 参 数 所 决定 ， 事 实 上 ,利用 定理 1 便 知 
i 0 (2 
-4 jp (e prt) 


2 


ТЕА с Ә2А, k= ü, 1,2, =“ * 


(1.3.21) 

反之 , 若 т, 能 表示 成 《1.3.21) 式 的 形式 ， 则 随机 序列 也 一 定 具 有 
(1.3.18) 形式 的 有 理 谱 密度 . 
现在 举 一 个 简单 例子 ,到 


oz 
ga) = Теа [Ф| < 1 (1.3.22) 
| 
1 
= ¿r о „+ 
Yi 21", F феа с dA 


2 š cos 2 zÑ À, 
е | — 2ф cos Żal + Фф? 


2А 


„ 75 + 


由 此 算出 : 


# = 0,1, 2e.. (1.3.23) 


这 表明 自 协 方差 函数 为 一 指数 型 数列 。 反 之 , 若 т, RA (1.3.23) 
趟 的 形式 , 则 相应 的 随机 序列 一 定 具有 1.3.22) AN EE. 

а (1.3.21) 式 有 反映 了 有 理 谱 与 其 相应 的 自 协 方差 函数 之 间 
的 关系 , 但 是 , 为 了 以 后 的 时 域 分 析 , 还 要 引进 随机 差分 方程 的 概 
T. P Po фу, "55 Фр R Or Ois tta Ө, 分 别 是 > 个 和 32 个 实 
数 , 并 设 以 它们 为 系数 的 两 个 多 项 式 p(wm) ЯП ӨС») (1.3.19) 
(1.3.20) 式 ) 无 公共 因子 ,， 且 它 们 的 根 全 在 单位 贺 外 。 如 果 平 稳 序 
Fj x 满足 如 下 关系 式 : 

-一 

t=». — l, D, l (1.3.24) 
其 中 а, 是 一 白 噪 声 , Ea — 01, B. s > z BF, Ex,a, = 0, ЖИА, 
RM х, 是 蹈 机 差分 方程 (1.3.24) 的 一 个 平稳 解 。 根据 平稳 
序列 的 理论 ( 见 附录 , 5 1) 可 知 , 具有 有 理 谱 密 度 C1.3.18) 式 的 平 
稳 序 列 ， 一 定 是 随机 差分 方程 (1.3.24》 式 的 一 个 平稳 解 ; 反之 ， 
(1.3.24) 式 的 平稳 解 一 定 具 有 《1,3.18) 式 的 谱 密 度 。 这 样 , 就 在 具 
有 有 理 谱 的 平移 序列 与 随机 差分 方程 的 平稳 解 之 间 建 这 了 一 一 对 
应 的 关系 ， 这 种 关系 比 41.3.21) 趟 更 直截了当 ,也 更 便于 运算 和 应 
H. 仍 以 具有 谱 密 度 (1.3.22) 式 的 平稳 序列 为 例 , 昌 这 里 建立 的 关 
系 , 它 应 满足 下 面 的 差分 方程 : 
x, — PX == 0, (1.3.25) 
于 是 有 
Е (хов 一 Prt) == Ех, а, == 0, k > 0 


PEH 
T = PY g-a k > Ü 


H(1.3.253& Уң 
Ya = Ex; = E(z, + фх, 1) = oi + ф?ть 


` ; тз 
EEL Y, = рҮ, = ф!Үк == ++ = фто = г ф pt, 这 与 


(4.3.23) 式 完全 一 样 ,但 计算 方便 。 不 仅 如 此 ,(1.3.25) 式 还 清楚 地 
表明 了 х, 的 前 后 依赖 关系 。 审 实 上 ,1.3.25) 式 多 可 号 为 
x, = рх. + a; 
熟悉 回归 分 析 的 读者 立刻 厦 出 ,这 是 一 种 形 如 
一 py, + a, 
的 回归 方程 ,不 过 ， 这 时 у, == х,у 是 序列 х, "ТҮГҮ 一 步 ， 所 
以 C1.3.25) 式 的 平稳 解 =, 又 称 为 一 阶 自 回归 序列 ,而 参数 p 则 表 
示 x 前 后 的 相关 程度 ， 此 外 ,由 (1.3.25) 式 还 可 推 知 
x, = Pra T a, = polpra se) + а, 
= P'ra t фа, + Ф, = сс, = фак, 
+ pant + Ф" а-ы Б + a; 

由 于 p(w) 一 1 一 pw 的 根 在 单位 加 外 ( 因 lg] < 1), 所 以 从 上 
式 取 极限 得 到 


于 一 © 
x, = lim ( ф”х, Í + > piai} = >` PÍA} 
san i= j= 0 


这 怡 是 形 如 (1.3.13) 式 的 滑动 和 . 注意 ， Xr RE Grs беру "F 的 请 
动 和 ,而 ar Ж у, Pr ЗЫ k. 时 ， &; 与 й; 独立 ， RHE ха, = 0. 
ИШЕ БАЙ ЛИИ ЕД el < 1, 由 (1.3,17) 式 知 


AC) == У) pioi 一 l ， ol =< 1 
j= б I — po 


К асер р 
m S O 
1 + p7 — 2g cos 2я4 
从 此 以 后 , RNET EE EAIA, ARR TIEG ЗП, 
而 且 都 具有 有 理 谱 密度 ， 换 言 之 :它们 必 是 513.24) 型 的 随机 差分 
方程 的 平稳 解 。 利 用 (1.3.24) 式 ， 我 们 将 在 下 一 章 思 斌 细 分 析 相 应 
的 办 的 各 种 人 性质. 
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Or u 


+t. ж 

在 给 出 具有 有 理 谱 的 平稳 序列 的 定义 以 后 ;我们 要 特别 指出 ， 
实际 中 所 取 随 机 序列 х, 的 样本 数据 总 是 有 限 个 , 要 用 这 有 限 长 麻 
的 样本 序列 值 ,来 估计 上 面 所 说 的 诸 参 数 р, 2, 02 和 plo), Өбө) 
的 系数 等 值 ， 常用 的 统计 方法 中 的 估计 手段 就 不 够 用 了 . 而 应 用 
新 手段 的 一 个 重要 前 提 就 是 随机 过 程 要 具有 遍历 注 . 

遍历 性 定义 . 设 x, 为 一 随机 序列 ，v(x1) 是 x; BJ pA Сп 
|а. х0, raza Í 等 等 ;)， 如 果 对 于 枉 何 使 Ev(x,》 存 在 的 函数 e, 
概率 为 一 地 有 


N 
Ер(х,) == lim = > vx) (1.3.26) 


ШЕЕ х, 为 具有 遍历 性 的 随机 序列 ， 

对 于 本 书 主要 讨论 的 正 态 有 理 谱 平稳 序列 ， 根 据 随 机 过 程 理 
论 ( 风 [5]) 可 知 ,它们 一 定 具 有 遍历 性 、 至 于 有 关 遍 历 性 定义 的 其 
它 一 些 形式 ,我 们 这 里 不 予 详 论 . 

遍历 性 的 物理 意义 可 以 大 致 叙述 如 下 : ”随机 序列 <, 的 函数 
о(х,) 也 是 一 个 随机 变量 ,其 均值 为 Erle) KIARA vla) 
的 总 体 平均 《 即 依 Са, ) 的 分 布 所 求 出 的 均值 ， 也 有 人 叫 它 相 平 
3), He RE, mi Crai == 1,2, 3,-+-- 视 为 一 个 随机 
序列 时 ,fim E У) aCe) 称 为 sC) 的 时 域 平均 。 所 谓 x, 09388 


历 性 , 简 而 言 之 ;就 是 对 任何 消 数 5s， p(x) 的 总 体 平 均等 于 它 的 时 
域 平均 ,粗略 地 说 ,这 意味 着 x, +; 的 任何 一 个 样本 随 著 ; 的 变化 所 
能 取 的 值 ， 依 随机 变量 +, 的 概率 分 布 ， 历 经 它 所 能 取 的 各 种 值 . 
这 里 顺便 指出 , 若 х, 具有 遍历 狂 , 它 的 线性 运算 也 具有 这 一 性 质 . 

最 后 仅 举 一 例 说 明 遍 历 性 移 用 处 ， 取 以 zh 一 хх, ЙЕН 
遍历 性 ， 


. 1 
Y, = Ex; x, ™ Hm — > EA 
N 


"= i=l 
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这 说 明 , 当 N 很 大 时 ， 上 式 右边 的 平均 值 可 以 做 为 y, 的 近似 估计 
(ñ. | 


54. 多 维 随机 序列 


本 章 一 开始 所 举 的 四 个 例子 ， 不 论 是 随机 过 程 还 是 非 随机 过 
程 ， 它们 所 论 涉 的 量 都 是 标量 的 过 程 ， 即 一 维 变 量 。 在 某 些 情况 
下 ,我 们 须要 同时 海 察 几 种 过 程 量 , 要 分 析 它 们 彼此 之 疗 和 前 后 之 
闻 的 相互 联系 。 例 如 ,在 进行 雨量 预报 研究 时 ,就 须要 同时 分 析 该 
地 区 的 康 量 \ 气 注 和 气压 等 。 叉 如 在 炼 钢 过 程 中 ;钢水 的 温度 和 炉 
气 的 二 氧化 碳 合 量 都 与 钢 的 脱 碳 县 有 关 ， 为 了 更 好 地 在 线 定 候 ， 也 
应 当 沽 虚 多 种 有 关 的 量 ， 

一 维 随 机 序列 的 定义 不 难 推广 到 多维 情 形 . 我 们 称 y, 为 一 
r 维 随机 序列 ， 是 指 对 每 个 固定 的 整数 值 时 刻 # 而 言 ，3 是 一 + 
维 随 机 向 量 , 和 常常 记 做 э; Су, yas 时 刻 # 可 以 从 
一 品 变 到 十 OC。 这 ?个 随机 序 诡 у50, 0-6 y) 相互 之 闻 有 一 定 
的 统计 联系 ,为 了 描述 这 些 联 系 ,还 要 以 下 一 些 推广 的 概念 ， 


一 、 多 维 随机 序列 的 均值 削 数 


对 于 多 维 序列 у, 来 说 ,固定 + hF, Еу, 不 表 是 一 个 实数 , 而 是 
一 个 向 量 ; 即 | ` | 
Еу, = (Еу, Ey”, +, EPY (14.1) 
34 :变化 时 , Еу, 是 一 T CERESIO) + 维 向 量 序列 ， 它 称 为 ? 的 
эй, 有 时 也 简称 均值 . 


=, JAR а ЕРЕ ЮЕ ИДУ ARN . 

对 于 随机 向 量 序列 у, 的 每 个 分 量 yP = l, 2, -rs r) 

Е(у0 — Ey: 是 уро 的 方差 函数 ,但 是 ,用 这 r 个 方差 函数 还 
Gua aa R ye “522° BEH. :因此 我 们 定 文 

Е(у,— Ey;)(y, — Eyy (1.4.2) 

жу, АОЛ ЗЕ Ера; 这 是 一 全 ”> 阶 非 负 定 十 阵 ， 它 的 主 对 角 线 上 


= 2f a 


一 — mr n 


ERE ?入 WD, Mii t i 列 的 元 则 为 у? 与 у 的 去 协 方 
为 了 掌握 y 在 不 同时 刻 取 值 的 统计 关系 ,我 们 还 定义 

Ro = Е(у, — Еу, JY: — EY) (1.4.3) 
为 y, 的 自 协 方差 阵 函 数 ; 它 的 主 对 角 线 元 素 是 y Q= 1,2, 
… r) 的 自 协 方差 函数 ,而 i 行列 的 元 ЕСУ? 一 EyP (yi) — 
ЕУ?) 称 为 у Бу ВЕЗЕ ВАК. г, К, Ж 
у, 的 方差 阵 函 数 。 由 此 可 见 ， R, 更 进一步 揭示 了 y; 的 各 分 量 间 
及 前 后 之 间 的 相互 联系 . 


三 、 多 维 平稳 序列 


设 y, 为 > 维 随机 序列 ,如 果 它 还 斌 足 
Ey, = p; Re == ЕСу, — р)бу, — PY = Re (1.4.4) 
那么 就 称 % 为 > 维 平 稳 随 机 序列 。 | 
有 关 一 维 平 稳 序 列 的 概念 和 性 质 ， 问 样 可 以 推广 到 多 维 平 稳 
序列 ,我 们 不 理 一 一 列举 ， 这 里, 其 简单 介绍 一 下 具有 有 理 谱 的 多 
维 平稳 序列 ,因为 它 比 一 维 情形 稍微 复杂 一 点 . 同一 维 祖 形 类 似 ， 
在 具有 有 理 谱 的 多 维 平稳 序列 与 某 类 多 维 贿 机 差分 方程 的 平稳 解 
之 间 , 存 在 着 相 互 对 应 的 关系 。 我 们 将 只 引进 后 者 。 W dpt 
А, 和 В,, +++, B, 都 是 * 阶 实 方 阵 ， 定 义 以 它们 为 系数 的 两 个 
BESMA: 
Alo) = I — wd, — wA, — — e" A, . {1.4.5) 
Bla) = 1 — œB, — wh—:..— ot B; (1.4.6) 
J Alo) 5 В(о) 02:86 #7 80, MË AG) = Plajda), 
Bla) = PCo)B Co), Ў 1РСо) | 为 常数 ,而且 rank(4p Ba) — r, 
此 外 , |А(ю)| = 0, [B(a)] = 0 的 根 全 在 单位 区 外 ， 如 果 了 维 


平稳 序列 六 WE ШЕЛ: 
入 一 好 -一 一 
= u, — Bw — `" — BU (1.4.7) 


其 中 о, 27 ЗЕРЕН, ЙЯ де Кю, = 0, Ера w О.8,,> Уг = 


时 , Eywa: = 0, 那么 就 说 yy r 维 随 机 差分 方程 (1.4.7) 的 一 个 
平稳 解 . 
5 5。 两 种 估计 及 参数 估计 的 优 效 性 概 郊 

一 、 最 小 二 乘法 | ин 

ЛЕЕ КЭА НАЈ AAE. 特别 , 线性 参数 
的 最 小 二 履 法 是 常用 的 估计 方法 之 一 。 这 里 主要 介绍 非 线 性 参数 
HEDE, 这 种 方 靶 在 第 四 章 中 将 要 用 到 ， 我 们 先 扼 村 叙述 
一 下 线性 参数 的 最 小 二 乘法 ， 

假定 有 一 线性 模型 | | | 

y, == зь + оюб + ° + appe t еру k= і, 2,556 (1.5.1) 

其 中 ам. az > ay = 1, 2,6) ЕН, Aio 82°" ' 是 
KAEH, e (& = 1, 2, ---) 称 为 模型 (1.5.1) 的 残 差 , 它 是 在 零 
上 下 起 伏 的 量 ， 且 与 а (у= l, ts r, k=l, 2,7) ЖОЖ. 
如 果 通 过 淹 量 后 ,获得 y: 的 = 个 数据 Fis Yast Y s Yas 那么 ,使 得 
残 差 平方 和 


SP pas ' + В.) = >` (y, 一 dafi 一 ааа 一 `" ыш Эт 
.k=1 . ` 
一 Уа = (1.5.2) 
k 


达到 极 小 的 解 后， Ê» `... 8. 称 为 参数 ho fo ctto be 的 最 小 二 
Whi. RAZER CALD 其 解 为 
Ë = (AAY Aty (1.5.3) 
其 中 Ё: 一 (&, ё oÊ), 4% g, (J == 1,2, ° 7, Å _ 1, 
2,，…,#) 组 成 的 x Xx + EBE, y = (yo yas t° "o ya). 
现在 ,我 们 把 上 面 的 模型 加 以 推广 ， BRE 

ук ™ j CB; Уз 885 k aJ F epy & = 1,22, ++ * (1.5.4) 
其 中 Ck Лал, В" = (а, Bas ` "5 8,) 为 未 知 参数 矢量 ， 
f]. 是 CEs yis tta 的 画 数 ,对 用 非 线性 .如 果 获 得 了 测量 值 
Fis Ууз "to Yas 那么 ,使 得 残 差 平方 和 


SCB) = > [y СВ; уос ye DP (1.5.5) 
k=l 


达到 极 小 的 解 Ê, Во В ВОЛА ЯКУН, DAE LS 估计 
(Least Square)， 一 般 说 来 ,对 非 线 性 参数 而 言 , 房 的 求解 比 线性 情 
形 要 麻烦 得 多 , 生 只 能 给 出 数值 解法 ,而 得 不 到 如 (1.5.3) 式 这 样 的 
明显 解 、 此 外 ， 反 还 可 能 是 用 选 代 方 式 给 出 , 而 不 必 有 了 明显 的 函 
数 表 达 式 ， 有 了 这 些 推广 以 后 , 很 多 复杂 的 参数 估计 问题 都 可 以 
北 成 最 小 二 先 估 计 问 题 。 这 一 点 将 在 第 四 章 s 2 中 看 到 ， 

在 这 里 ,我 们 有 意 不 涉及 最 小 二 彝 信 诗 的 统计 特性 ,这 是 为 了 
使 不 熟悉 概率 统计 知识 的 读者 也 能 掌握 和 运用 这 一 方法 . 但 是 ， 
为 要 分 析 估 计 育 的 误差 情况 , 那 就 应 当 引 入 e, 和 y, 的 统计 特性 ， 
通常 都 假定 сх жна те ‚тп Н. Ék 与 Узз * " Y-i НА. ҲК, Ж 
为 yo ``; у, 的 函数 的 最 小 二 徘 估 计 让 和 真 值 8 之 间 的 接近 程 
度 , 可 用 本 章 后 面 所 介绍 的 几 种 估计 量 优 效 性 来 衡量 ,在 本 书 附录 
s 5 中 ,具体 分 析 某 些 最 小 二 乘 估计 最 的 各 种 优 效 人 性 质 . 


=. Жп | 

最 小 方差 佑 汗 , 叉 简称 LMS 估计 (Least Mean Square)， 我 们 
先 对 一 类 特殊 情形 的 最 小 方差 估计 笋 一 箱 间 介绍， 并 且 讨 论 它 的 
一 些 性 质 , 因 为 在 本 书 第 四 ,七 , 九 等 章 经 常用 到 它们 . 

R =, (M — 1 < k < N + 1, N, M 为 整数 或 正 负 无 穷 ) 是 
一 组 正 态 随机 变量 , 并 且 它 们 的 均值 都 为 零 . 又 设 正 态 随机 变 重 
z БАЊЕ, ШВ = 与 o, 的 联合 分 布 也 是 正 态 分 布 。 所 谓 
JBE G CM — 1 < k < N + 1) 对 = 做 的 (或 = AF e) 0) 最 
小 方差 相 计 #, 是 指 存 在 如 下 的 量 : 


s= 5 ёё» С (1.5.6) 
к= 
其 中 系数 Л, 使 误差 方差 ECz 一 4) 达到 和 极 小 , 即 
Ets 一 ү == inf E (= — 5 arwr) { 1.5.7) 
k k=M 


我 们 把 这 种 估计 记 做 #= (ао, M — 1 <Ë =< N + 1), 
对 于 我 们 来 说 ， 最 有 用 的 情况 是 每 一 sw 可 以 表 成 白 噪 瑶 
a (M 一 1 <: = k) RIMEN 
E 


wa = D Erja | (1.5.8) 
同时 每 一 a; 也 能 表 成 wiCM — 1 < 1 < j 的 和 , 即 
g; = > yaw (1.5.9) 
且 其 中 的 系数 Е, na 又 福 足 如 下 条 件 : | 
[iul < z n tap, {ян < пе tn С1.5.10) 


此 处 gi з £3 表示 与 Җ› p> Í 无 关 的 正 实数 . HM, N XA 25 Ж 
数 时 ,上 述 这 些 条 件 是 自然 满足 的 ;而 当 M 一 —со 时 ,在 第 二 章 
各 附录 中 将 会 看 到 , 如果 wi 是 (1.3. 25) АЧЕН, ВЕЖ ЕК 
条 件 也 能 满足 。 对 于 这 样 的 wi, 随机 变量 z 的 最 小 方差 估计 有 较 
简便 的 形式 ,因而 较 易 于 讨论 它们 的 竹 质 。 

我 们 先 引 进 两 个 随机 变量 集合 : 


N N 
T = fy; y ~ È, Ви;, б; 2:19:90, >; p < о} (1.5.11) 


% = {уу } аш, om 为 实数 ， < со} (1.5.12) 


然后 从 它们 出 发 来 讨论 最 小 方差 信 计 的 性 质 . 
La =S., 当 对 ,六 都 为 有 穷 时 , 这 是 显然 的 。 我们 只 对 
М 一 一 50, N= +оо 的 情况 加 以 证 明 ， Ж y€ er， 则 存在 一 


F fi рз. <о, H 


一 各 
у= >, Piti 
J ma— ш 


由 (1.5.9) 式 ， 
y = >; Ë; > Tj t == > (È Ban )ел 一 > «ү 
і = —= й = — 59 m ` [ш ma — sc 
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1 Ey зо a e E $ 


Ж а == 2, Вта. Ун (1.5.10) 式 和 Schwarz 不 等 式 可 知 


У aj = > > Ветры Же > > еВ rl gie n Gran 


Í sm— l=- jR 


一 > (= Ва) emt) 


‚# =0 


<(Ż ac) <= 
Rh yew, Б> 是 的 任意 元 ， WAS Da. 用 同样 方 
法 可 以 证 朋 ur DW, AR er 一 О, RECADAR 
HAH, .sv 一 y 是 Hiber 空间 ,估计 量 # 一 E(zl]=,;, M — 1 
< k < N + 1) Ft z #E %” 上 的 投影 ;因而 也 是 在 .me 上 的 投影 . 
ВУ Хорта # = E(si%W) = Erlar). 

2. EW Зул у ЛЫН У Н tir: 对 任意 
y e, ЕН E(z — А — 0 БАТЕ Ж, 由 性 质 1 :任意 y EW 
可 表 y= У) йн, н 270 < co， 所 以 Ep о Уи <. 
下 面 用 反 证 法 来 证 明 条 件 的 必要 性 . i £ BL z 的 最 小 方 А» 
而 且 存在 》E 5 ， 使 得 EG — ehy >= 0, PARARI 0 < Еу? 
<o, BÆN RER WERA S 

E(z — >: < E(z — $ — Ву) 

| = Elz — $F + REy:— ZBE(z — #)у 

由 此 有 Еу? > 28Е(2 — #)у. B б — zur = 0, = 


出 1 之 2。 从 这 一 矛盾 就 证 明了 必要 性 . 再 来 证 第 件 的 充分 性 、， 设 
é EY WERI: EG 一 2)y 一 0， 对 任意 yE% Ш. ВА, 
对 尾音 z*EY ,因为 # — z* é %' ,所 以 有 E(z — #) (5 一 
z*y = 0, PE 
E(z — =*} == E(z — # + ë — хуз 
= E(z — $F + E(# — х*у > Ele — 27 


-一 _. 


这 就 证 明了 二 的 最 小 方差 性 质 。 ҖӨЕ. БАНКЕ ЫШ НМ 
当 叶 一 总 时 才能 变 成 等 号 :所 以 么 是 准 一 的 . 

3. = 的 最 小 方差 估计 和 存在 而 且 唯 一 .唯一 峙 已 经 在 性 质 2 
的 充分 性 证 明了 过程 中 得 到 , 现在 来 证 胃 存 在 性 ， 令 


# = — Юз (СЕхар)ау. 


кж шин, ABRA 
0 = Е(« — у = Er — 2Ез% + ЕЗ? 


к= Ex 一 > ( Esa; [в 


KAS зау Еда? < 00, ШЕШ 1, ФЕ 77 = O”, 


j =M 


又 对 任意 y = Увы, e€ Ф, 


ЕС 一 #)у 一 > ЁС Ева;) 一 > ВКК Ега,) = 0 


lk rh FR 2 , Ву ғ 的 最 小 方差 估计 | 
4. Ж z — B + Вә, 其 中 fo 6, ЖИ. WU £ — A,š, + 
25 若 z € % ° ,WU # — z; Ят z Ы У 的 元 部 独立 , 则 # == 0;Ж 
m (M — | < £ < N + 1) 是 相互 独立 的 随机 序列 ， 则 任意 x 的 
量 小 方差 估 计 为 | | 
Ë == У) (Ezme; E н? и; (1.5.13) 


гем 


这 几 条 都 很 容易 从 性 质 2 街 到 验证 
5. 若 王 是 ”维和 随机 问 量 ， 且 M , N Ж 9], BU z 的 最 小 方差 舍 
计 圣 (部 又 的 各 分 量 为 的 对 应 分 量 的 最 小 方差 估计 ) 可 表 为 
Z = (Ezw") (Eww y" . (1.5.14) 
其 中 w= (wus wunns ttt wy) READ HEM 2 验证 . 


三 、 参 数 估计 的 优 效 性 概念 


以 上 我 们 介绍 了 两 种 估计， 这 两 种 估计 在 摄 念 上 有 本 质 的 差 
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别 ， 最 小 方差 估计 是 用 随机 变量 或 序列 的 样本 对 另 一 随机 变量 作 
出 佑 计 , 它 们 之 各 的 概率 分 布 是 已 知 的 ,而 最 小 二 乘 估计 则 是 用 随 
机 变 最 或 序列 的 样本 去 估计 某 些 未 知 参数 。 前 者 主要 在 第 七 章 用 
于 和 解决 随机 序列 的 预报 间 题 ;后 者 主要 用 在 第 四 章 , 以 解决 绪论 中 
所 说 的 “参数 化 * 非 线性 估计 问题 。 除了 最 小 二 乘法 以 外 , 还 可 以 
用 极 大 似 然 法 或 近似 极 大 似 然 法 来 解决 参数 合计 问题 ， 这 些 方法 
我 们 将 在 今后 用 到 它们 的 时 候 再 作 和 叙述 . 

从 数理 统计 的 角度 怎样 衡量 参数 估计 的 优 劣 程度 ， 是 另 一 个 
很 重要 的 问题 ,我 们 在 这 里 引进 几 个 有 关 的 定义 ,所谓 参 数 估计 ， 
无 非 是 根据 某 种 原则 , 将 随机 序列 的 样本 ( 即 量 测 值 ) ys ya e, 
yw 进行 各 种 运算 ,从 而 对 于 未 知 参 数 向 量 8 作出 估计 或 判断 ， 因 
Ж, Жр B АНЕ Д ERREKURRI Ê = Êl 
ya г" ук), 0ТЕ Ê SAH В 的 近似 程度 ,需要 以 下 一 些 概 
念 : 

1. 无 偷 性 与 渐 近 无 偏 性 . 若 估计 量 房 满足 EB = p, RIR 
Ê о B 的 无 偏 估计 ， 若 估计 彼 只 能 满足 lim ЕЙ 一 В, ЙК Ê X 
B 的 浙 近 无 俩 估计 ， 在 很 多 情况 下 ,寻找 无 位 估 计 很 困难 ,但 是 容 
易 找 到 浙 近 无 偏 估计 . 

2. 相 容 性 。 若 样 本 长 度 和 NN 一 co BJ, {ЫЙ баст 
в, 即 对 任意 小 的 es > 0, 


im РЇ — В| > в} — 0 


其 中 || B! = maf [pl 821, ° ‚ 18,11 Ж В ERGE). 
мант Â ж В 的 相 容 估计 ， 

3. 优 效 性 和 与 渐 近 优 效 性。 在 相当 一 般 的 条 件 限制 下 , 特别 当 
限于 讨论 正 态 随机 序列 时 ,经 典 统计 中 网 Cramér-Rao Ж (A 
[10]) 仍 成 立 ; 即 有 

E(B — 8) Ê — BY > D = (E 9265 Зв) 

(1.5.15) 


Жр у, у +++, ук 的 联合 概率 密度 , JB) 称 为 Cramér- 
Rao 下 界 ， 这 一 公式 我 们 将 在 附录 š 4 中 证 明 ， 若 估计 量 Ê pett 
(1.5.15) 式 的 等 号 成 立 , 即 | 
E(B — BX(8 — BY — JoB) (1.5.16) 
则 称 Ë җан. жай Й Илл НЕ Ж 
lm J2 (P) E (Ê — В) (8 — В) (В) ~ I (1.5.17) 
Ж r Жл БРЕ, WE Š AAE. 

4. 渐 近 正 态 性 ， 若 存在 一 个 矩阵 列 By, í N — co 时 ,BnBy 
的 主 对 角 线 都 无 限 地 增 大 , 而且 使 得 BÊ — B) 的 联合 分 布 Fn 
收 敏 于 正 态 分 布 A0, 门 , 则 称 让 具有 渐 近 正太 性 ,简单 地 忆 Bs 
(和 一 В) ~ NOD жж. 

5. 优 效 渐 近 正 坟 性 ， 若 及 具有 渐 近 正 态 性 ， 而 且 其 中 的 By 
满足 | 

lm Вк} СВ)Ву = 1 (1.5.18) 
别称 房 具 有 优 效 渐 近 正 态 性 , 即 JENA — В) ~ rO, Р). 

и ЕЕ ВИНИ Ж УЖИН E 
须要 作 两 点 说 明 . 

(1) 如 前 已 指出 的 ， 随 机 序列 的 参数 估计 与 经 典 绕 计 有 一 点 
本 质 性 的 差别 . 在 经 典 统 计 中 ， 样本 Yis Yis ` ”3 YN 通常 是 相互 
独立 同 分 布 的 随机 变量 ,而 参数 В 只 是 这 一 相同 的 分 布 中 所 含 的 
未 知 参 数 〔《 如 正 态 分 布 的 均值 、 方 差 等 )， ERIAM, yo yas 

yn 是 随机 序列 的 一 度 样 本 ,它们 一 般 丰 是 相互 独立 的 。 而 参 
数 肥 是 这 些 随 机 变量 的 联合 分 布 中 的 未 知 参 数 〔 如 自 画 归 序列 的 
Ж). 

(2) 估计 量 的 新近 优 效 性 和 优 效 渐 近 正 态 性 的 渐 近 法 则 是 厅 
相同 的 。 前 者 ( 即 定义 3) R EÊ 一 BÊ 一 BY 5/08) Wk 
近 相 等 ;由 于 J 是 估计 误差 (Ë — g) 的 方差 阵 的 下 界 , 因 
此 、 渐 近 仿 效 性 又 可 以 叫 散 渐 近 最 小 方差 性 。 而 后 者 ( 即 定义 5) 
只 是 要求 200 — B) 的 分 布 Fw SERS h NO, 1) 渐 近 祖 等 。 


637 = 


或 者 说 (0 一 8) 的 分 布 与 N(0, JEDES, 这 里 并 不 要 
Ж (0 — В) 的 方差 阵 的 收 化 性 ， 在 一 些 数理 绕 计 著作 中 《例如 
[10]), 曾经 将 这 两 种 不 同 的 渐 近 性 质 混 湛 起 来 , 因而 对 某 些 合计 
类 只 证 骨 了 具有 后 一 性 质 , 却 误 认 为 也 证 明了 前 者 ， 在 本 书 中 ,为 
了 浴 清 这 种 混乱 ,第 一 次 采用 了 “ 优 效 浙 近 正 访 ”一 词 , 并 且 对 某 旦 
估计 量 , 分 别 证 明了 上 上 述 两 种 性 质 。 有 关 的 详细 讨论 见 第 四 章 
s 4. 

最 后 还 须 指 出 ,在 具体 使 用 参数 估计 方法 时 ,我 们 总 希望 估计 
晶 能 具有 上 述 的 各 种 优 效 性 质 , 也 就 是 说 ,这 些 性 质 是 检验 估计 优 
省 的 重要 标准 ， 不 仅 如 此 , 这 些 容 质 在 实际 问题 中 还 有 重要 的 使 
用 价值 . 例如, 如果 估 计 具 有 优 效 性 或 者 渐 近 优 效 性 ,我 们 就 知道 
估计 的 误差 方差 几乎 达到 了 极 小 程度 ,根据 Cramér-Rao 下 界 还 可 
以 具体 估算 出 其 误差 的 方差 大 小 (网 第 四 ,五 章 )、 叉 如 , 当 估计 其 
有 渐 近 正 态 性 时 ,我 们 可 以 由 此 建立 各 种 检验 手段 ,以 判断 关于 模 
型 的 假定 的 合理 和 性， 在 第 四、 五 六、 七 诸 章 都 要 用 到 Â USEE 
态 狂 质 。 其 它 优 效 性 质 也 都 是 比较 有 用 的 ， | 
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第 二 章 ”线性 模型 及 自 相 关 与 偏 相 关 函 数 


SL 随机 线性 模型 


在 结论 中 , 我 们 已 经 提 到 了 随机 差分 方程 (4), 在 第 一 章 里 又 
给 出 了 随机 差分 方程 (1.3.24) 的 确切 定义 ,本 章 笠 详细 讨论 形 如 绪 
论 中 C4) 或 (1.3.24) 这 样 的 随机 线性 模型 。 在 此 以 前 先 通 过 两 个 例 
子 简 单 说 肯 潍 机 序列 ,随机 模 依 与 时 间 序 列 应 用 之 闻 的 关系 ， 

例 1. 在 某 一 专用 计算 机 的 固定 程序 中 ,包括 如 下 的 简单 选 代 
计算 

2, = pX (2.1.1) 
其 中 o, 是 固定 的 常数 Cpl < 1). 由 于 计算 机 的 字 长 有 限 ,每 次 
Ж. 42.1.1) 式 时 都 会 有 省 信 误差 。 若 以 л ЯН =, 分别 表示 计算 机 
的 计算 值 和 真实 值 , 那 么 二 者 之 差 m, а! 一 x, 便 是 一 个 误差 序 
列 ,我 们 现在 来 分 析 它 的 变化 规律 ， 设 在 计算 <; hF p= EAS АЛЯ 
ЖЖ) mw， 于 是 计算 值 为 
х == p.z?_, + a, (2.1.2) 
其 中 piri 这 一 项 表示 Pi 与 好- 的 真实 乘积 值 ， 由 于 机 器 в ё 
人 误差 w， 所 以 总 有 (2.1.2) 式 的 形式 ， 联合 《2.1.1) 与 (2.1.2) 俩 
可 得 到 
Ww = Pia a (2.1.3) 
经 验 表 明 , ЛЛК a, 近似 为 均 色 分布 的 白 噪 声 。 ЖУУК S 
机 的 字 长 而 定 。 (2.1.3) 式 就 是 计算 (2.1.1) 式 时 ， 计 算 误差 序列 
所 满足 的 随机 模型 , 它 是 (1.3.24) 式 的 一 种 特殊 情况 。 不 过 以 后 
我 们 将 主要 讨论 a, 为 正 态 分 布 的 情况 . (2.1.3) 式 和 普通 差分 方 
程 不 同 ,由 于 a, 是 随机 序列 , 所 以 zo, 也 和 是 随机 序列 ， 在 每 次 使 用 
程序 OLDAR, HTHH x 不同, х, 序列 也 各 不 相同 , 因而 
а; 序列 也 各 不 相同 , 于 是 w, 序列 也 各 次 取 不 同 值 , 但 是 等 次 和 它 
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相应 的 a, 都 满足 (2.1.3) 式 ， 如 果 用 吾 表 示 一 步 延 汉 算 子 , 即 
Ва, = Wi (2.1.4) 
那么 《2.1.3) 式 可 以 用 图 21.1 示意 . 
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图 2.1.1 《2.1.3) 式 的 系统 示 瘟 框图 


FHER (2.1.1) 中 用 莱 线 包围 的 部 分 看 做 是 一 个 线性 系统 的 框图 ， 
a, 为 其 输入 ,wt 为 其 输出 ， 它 恰好 是 工程 技术 人 员 所 熟悉 的 一 级 
反馈 ! 系 统 . 

PZ. 空中 飞行 目标 (如 飞机 ,导弹 或 卫星 等 )， 在 某 一 空域 飞 
行 时 ,其 加 速度 常常 被 视 为 随机 过 程 , 在 离散 采样 时 , 就 是 随机 序 
列 ， 比 如 在 结论 的 例 2 ТЕЕ 

пн, 一 

看 做 是 满足 (1.3.24) 式 《 即 绪论 中 (4) 式 ) 的 平移 序列 ， 并 希望 用 
采 序 分 析 方 法 估计 s, 的 模型 参数 。 这 时 , 我 们 不 能 象 例 1 那样 用 
简单 蕉 导 列 出 =, 的 模型 

通过 以 上 了 丙 例 和 以 前 举 过 的 很 多 例子 ， 我 们 来 颖 括 一 下 随机 
序列 与 随机 模型 的 关系 . 象 例 1 那样 从 计算 机 和 程序 的 构造 与 设 
计 , 能 饮 准 确 导出 误差 序列 所 满足 的 随机 模型 ,我们 称 它 为 能 用 物 
理 方 巷 列 出 的 随机 模型 . 在 这 种 情况 下 , 就 不 存在 能 用 时 序 分 析 
的 问题 了 。 在 实际 中 这 种 情况 是 少见 的 . 象 例 2 那 祥 , 对 于 物理 
过 程 内， 并 无 物理 方法 能 准确 列 出 它 的 模型 . 事实 上 , 我 们 说 
и. АА С1.А.24) 式 的 模型 ,如 在 第 一 章 所 说 过 的 那样 ,只 是 一 种 近 
已 地 描述 随 视 序列 的 手段 ， 即 用 具有 有 理 谱 的 平稳 序列 来 近似 描 
Ж .这 时 我 们 只 能 用 um 的 样本 序列 来 估计 模型 (1.3.24) 54, 这 
就 要 用 到 了 时序 分 析 方 法 . 这 种 情况 在 实际 应 用 中 是 大 量 的 , ШЕ 
论 中 的 例 工 至 例 4 都 属于 这 种 情况 . 
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有 理 谱 与 随机 模型 (1.3.24) 式 的 关系 已 在 第 一 和 章 中 说 明了 ,这 
里 再 和 进一步 归纳 如 下 : 因为 一 ， 具 有 有 理 谱 (1.3.,18) 式 的 平稳 序 
ДАЈ ДЕ (1.3.24) 式 ; 二 ,1.3.242) 式 的 平稳 解 便 于 在 最 小 方差 意 
义 下 进行 最 佳 预 报 或 控制 设计 ; 三 ， 有 理 谱 能 较 好 地 逼近 各 种 连 
续 谱 密度 . 所以, 我 们 力图 用 (1.3.24) 式 模型 来 近似 拱 述 真实 随 
PLESIR 模型 ， ВА (1.3.24) 式 模型 的 解 不 完全 合 于 真实 的 随 
机 序列 ,但 由 于 我 们 根据 真实 随机 序列 的 样本 值 ,用 了 适当 的 估计 
方法 求 得 (1.3.24) 式 的 阶 数 和 系数 ， 在 一 定 意义 下 能 保证 它们 有 
ФАЈЛОВА ЭЕ рК. 因而 在 解决 最 佳 预报 或 控制 时 , 便 可 使 用 模 
W (1.3,24) 式 以 代替 真实 随机 序列 . 

下 面 开 始 对 模型 (1.3.24) 式 进行 较 付 细 的 数学 分 析 . . 先 将 
(1.3.24) 式 重 写 于 下 ， 

И. Фар 8 фри, р 
| = a, — ara — *+* — 0,0,4 (2.1.5) 

了 以后， 我们 总 假定 《2.1.5) 式 中 的 a, ІЕЕ АЕН, Ву 2E 
Ea = о, MARE Ema, = 0 G< s). JH B*( Жж А ze aF R 3. 
T-BR 


БК, = Wig Віа, = п, 
并 令 
ФАВу= 1 —p,B — Ф.В? — ++: — ф,В° 
ӨСВ) = 1 — 9,8 — 8,8: — -.. — 9,84 (2.1.6) 
Rij (2.1.5) 式 可 以 缩写 成 
ФСВ Jw, = OCB Jo, (2.1.7) 


我 们 还 总 假设 p(B) У ӨВ) ARNT. (2.1.5) Җый (2.1.7) 
式 的 一 种 特殊 情况 是 


t, — фий — 一 (2.1.8) 
或 者 写成 
ФЕВ Jw, = a, (2.1.9) 
男 一 种 特殊 情况 是 
Wi a, — Bary tre Ө; (2.1.10) 
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或 者 写成 


w, == 0 Ва, (2.1.11) 

如 果 z= w, t z, В Ех, = z, 而且 w 满足 (2.1.5) 式 , 则 有 

Bs — ш) = Ө(В)а, (21.12) 

若 记 ФСВ)а = (] — p, — g 55 — ф,)и = С, FEELER 
以 写成 . 

ФСВ )z, = C + ӨСВ)а, (2.1.13) 


这 就 是 随机 序列 z, 的 均值 不 为 零 时 的 模型 ， 这 种 模型 不 是 我 们 
要 讨论 的 主要 对 象 . 因为 z, 的 相关 阔 数 与 sw 的 完全 相同 ， 所 以 
只 要 讨论 模型 (2.1.5) ARST. 

{А (2.1.9), (2.1.11) KAE (2.1.7) 式 的 特别 情况 ,但 是 ， 
它们 各 自 具 有 特殊 的 属 竹 ,这 些 属性 以 后 经 常用 和 到， 因此 ,我 们 对 
这 三 种 情况 分 别 给 以 不 同和 的 和 名称, 这 就 是 下 面 关 于 模型 的 分 类 : 

1. 可 逆 福 动 平均 模型 . 如 果 (2.1.11 式 中 的 条 数 多 项 式 Oo) 
= 0 的 根 全 在 单位 圆 外 , 即 其 根 的 模 都 大 于 1, 我 们 就 称 (2.1.11) 
式 为 可 道 将 动 平 均 模 型 ,其 解 mw 叫做 可 逆 滑 动 平 均 序 列 . 为 了 简 
便 , 我 们 又 分 别称 它们 为 MA (Moving Average) 模型 和 MA 序列 。 
q ЖЮН БРЕНТ, Ө,, 0, +5, 0. о 称 为 它们 的 参数 .以 
后 常用 向 量 记 号 

Ó = (0,, 0,, -- - , Oo)" 
还 用 缩写 记号 MACO, 4) 模型 (或 序列 )， 才 示 模型 (或 序列 ) 是 ? 
阶 纯 滑 动 平 均 的 . 

2. 平 稳 自 回归 模型 。 如 果 模 型 (2.1.8) 或 (2.1.9) 式 中 的 系数 多 
MA ple) = 0 的 很 全 在 单位 是 外 , 即 其 根 的 模 痢 大 于 1 我 们 就 
称 (2.1.8) 式 或 (2.1.9) 式 为 平稳 自 回归 模 型 ,其 平稳 和 解 w; 叫做 平稳 
自 回归 序 列 , 为 了 简便 ,我 们 分 别称 它们 为 AR (Auroregressive) 模 
型 和 AR EP PERDE EARMA, Pis pa tto Pe Ж асн 称 为 它 
们 的 参数 ， 以 后 常用 向 量 记 号 

P = (Pis Ф, ` *, фр)" 
还 用 缩写 记号 AR, 0) 模型 《或 序列 )， 表示 模型 (或 序列 ) 是 
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P 阶 纯 自 回 归 的 . 

3. 平 稳 自 回归 -可 逆 滑动 平均 混合 模型 .如 果 模 殉 (2.1.5) 式 
或 《2.1.72 式 中 的 系数 多 项 式 ple) Оо) БК ЖЕТ НЯ! 
满足 下 面 的 平稳 性 条 性 和 可 逆 性 条 忻 ， 我 们 就 称 这 一 模型 为 平稳 
自 画 归 -可 逆 刘 动 平均 混合 模型 ， 其 平稳 解 叫做 平 稳 自 回 业 -可逆 
滑动 平均 混合 序列 ， 并 分 别 简 称 汶 ARMA 模型 和 ARMA РЯ, 
用 (2.4) 表示 其 阶 数 , 前 者 表示 自 回 归 的 阶 数 , 后 者 表示 消 动 平 
ЊН. p, 8 AARS TAE, НЕН 

в=(9) (2.1.14) 
表示 两 组 系数 组 成 的 参数 向 量 ; 用 

an ( И ) (2.1.15) 
Жл ВЕНН ИОА Е. 同样 也 采用 ARMA, q) 模型 (或 序 
列 ) 的 缩写 记号 ， 由 此 分 类 可 以 看 出 ，ARMA(p, 0) ЖЕК AR 
(p, 0) 模型 ，ARMA(0, 9) 模型 就 是 MACO. 4) 模型 , 平稳 自 
问 归 模型 和 可 道 谓 动 平均 模型 都 是 混合 模型 的 特殊 情况 . 

上 面 给 了 模型 的 平稳 性 和 可 道 性 的 定 尽 。 WREE, AA 
果 给 了 一 个 随机 模 列 (2.1.5) 式 (或 (2.1.7) K), ТАЯН 
应 的 方程 ptw) 一 0 和 ӨСа) 一 0 的 根 ,检验 这 些 根 是 否 全 在 单 
位 加 外 ,以 此 采 兰 断 模 型 是 否 为 平稳 的 和 可 道 的 . 男 外 ,也 可 以 根 
担 伐 数 方程 的 根 和 系数 的 关系 ， 把 平稳 性 和 可 逆 狂 条 件 转化 威 染 
Реф Ө 的 约束 条 件 , 这 样 会 更 方便 些 . 为 此 我 们 再 引 人 和 人 以 
下 两 个 概念 . 

і. 平稳 域 . 没 模 型 {2.1.5》 式 的 自 回归 阶 数 为 p， 几 基 使 
ФО) = 0 的 根 全 在 单位 圆 外 的 系数 向 量 gg， 构成 一 个 ? 维 实 向 
量 空间 的 子 党 ， 记 散 Ф000. pP = [pip = (P Pr "5 фр 2, 
Ф(о) 一 0 ARETE ИК, OP RRRA E a. 模型 
(2.1.5) 式 为 平稳 的 充分 必要 条 件 是 фр 属于 Ф, 

2. 可 逆 域 。 设 错 型 《2.1.5) 式 的 滑动 平均 阶 数 为 4， 凡 是 使 
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Ola) = 0 的 根 全 在 单位 加 外 的 系数 向 量 6， 构成 一 个 9 . 维 实 向 
PZT, іа @ +) 一 10:0" = (0,, ða, `". 0.).Ә(») == Ü 
К а да {у УУ}. со 称 为 模型 的 可 逆 域 ， 模 型 (2.1.5) 式 为 


可 道 的 充分 必要 条 人 御 是 日 属于 өч, 
09 3. АК(1,0) ЖАТ CRU p= 1, 4 = 0) 
и — рүү == 2; 


其 相应 的 代数 方程 为 pg(o) 一 1 一 pio = 0, НВ o, 一 23 为 


使 lo, = lpr] > 1, НЯНЯ lpt <1. ВЫ ФӘ = {,. 
—1 < gi <'1) 就 是 模型 АК(1, 0) 或 АВМА(І, 4) 的 平稳 域 
例 4 AR(2,0) 模型 
Ww — ушу: 7 Pita dy 


相应 的 代数 方程 为 plo) = 1 — quo 一 p 一 0， 它 的 两 个 根 为 
‚= =й Ен. ,pt JE 


2ф, 2p 
1 
而 且 me 一 -一 一 ， + wm; 一 一 了， 因而 有 
Ф: (p; 


fa, == 


ptp 一 一 一 -十 二 二 土 ] 一 1 一 (1 (1+ 1) 
f; “у 


4010023 Ll ез! 


注意 当 o, 为 复数 时 , 由 于 pop 是 实数 ,wy 必 为 wo 的 共 斩 复数 ; 
当 wi 为 实数 时 ， ©, 105 32. 于 是 ,如 果 | æ; | > 10; == 1,2), 
ЭВА lel 三 1， 而 且 无 论 o 为 实数 还 是 复数 ， 都 有 

ptp, = 1 — (i=) (1+2. <i 


反之 ,如果 lel < 1 B ptp 1 (801+) (1+2) о), 


那么 从 前 者 推出 iwilli 1,2) 中 至 少 有 一 个 天 于 1， 不 妨 设 
[0,1 > 1， 当 ow ARRE, BA o= o, 这 时 |o; 一 [6 | > 


1; 当 ou ou， 都 为 实数 时 ,由 于 [o| > 1, 意味 着 1 于 一 > ， 
所 以 从 
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2) ж) = 


ж т >o, ш << ооз > 1， 这 就 证 明了 


无 论 o, 为 实数 或 复数 ， 都 有 pa |> 1. 综合 上 面 的 证 明 ， 为 使 
| оо; | => 1, 其 充分 必要 条 件 是 (Pip) 属于 

PD — {pp = (po Pps —1 < p; < 1, Pi 十 Pi 1, 

Q, — Q < 1? 
这 就 是 AR(2, 0) 或 АКМА(2, g) 的 平稳 域 ， 图 2.12) 给 出 
了 这 个 区 域 ， 

Ў 5. МА(0,1) 模型 | - 

与 AR(1,0) 模型 类 似 ，6m = {0 一 1 < 8 < 1). 

@ 6. МАСО,2) 模型 

与 ARC2, 0) 模型 类 似 ; ө2 = (0: Ө = (0,, Ө,)*, 0, + Ә, 
«1,0, 9,1, 一 1 <8,< 11, EË] 2:1.2(b) 给 出 了 这 个 区 域 . 

ST. ARMA(1, 1) 170 

它 的 平稳 可 首 堪 是 (ФӘ, ӨО) = {Cpr 9): 一 1 < e, < 1, 
一 1 <80,< 1), 图 2.1.2(c) 给 出 了 这 个 区 域 . 7 

当 АВМАСр, q) КНУ р, 9 不 超过 2 时 ,由 以 上 几 例 可 以 组 
合 出 它 的 平稳 可 逆 域 : р, 9 超过 3 以 后 ， 其 平稳 可 逆 域 都 比较 
=ч. | 

高 阶 模 型 参数 的 平稳 性 与 可 逆 性 检验 ， 

由 上 述 知 , 3 p iq 不 超过 2 时 , 模型 ARMAC, Ф) WHEN 
平稳 域 与 可 道 域 可 以 具体 给 出 ,而 当 了 ?和 4 超过 2 时 ,模型 的 平稳 
可 逆 域 就 变 得 比较 复杂 ,不 可 能 用 简单 的 关系 式 表 示 . 但 是 ,可 以 
有 本 法 检验 它们 的 参数 是 否 属于 平稳 可 逆 域 。 当然 , 最 直接 的 办 
法 是 求解 代数 方程 ,检查 它 的 根 是 否 在 单位 圆 外 ,但 这 种 方法 往往 
计算 量 较 大 ,况且 有 时 并 不 需要 了 解 特征 方程 根 的 具体 数值 ,这 里 
我 们 将 介绍 两 种 比 较 简 单 的 判别 谁 由 . 

EX. TRKI D RENAE RARESA 
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(Q) МАСО,2) йар (су АВМА(1,1) 的 平稳 可 北城 
图 2.1.7 RARATAN 


Е(ж) = а" + apat! 十- + аа + aa а, 2 0 
的 根 在 复 平面 的 单位 加 内 
1. Schur-Cohn 准则 ， 
令 FD 的 5-С 行列 式 为 


do Пл Фи. ` ` " а 61 
di da . + : 
Ы * n 
Api b вв Gy бы 
À, = _ _ _ _ s ТЕТЫ 
. da do di a++ РЕД 
dni 4. 
* БА “ 
rm "F fa do 


2, 为 a | ERER, HS A, — —1. 
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样本 多 项 式 F (е) 稳定 的 充分 必 训 条 件 是 ， 它 的 5-С 行列 式 
满足 | 
I <0, Аа 
tl 05 当下 是 偶数 
如 果 上 述 条 性 满足 则 FO 一 0 的 所 有 的 根 在 单位 网 内 ,再 
则 至 少 有 一 个 根 不 在 单位 如 内 ,但 不 能 判断 究竟 有 了 几 个 ,也 不 能 判 
断 这 些 根 是 在 圆 甸 还 是 在 加 上 . 
Z. Jury ЖШ, Juy 检验 准则 依赖 于 以 下 的 表格 : 


行 a gl к? ... zg" aa gr z" 
1 а, di dy *"* apk “"`" . daa йл 
2 a, dal fa *°* fp tt а, а 
3 5 Ë, b, +: Ба in ГЕ 
4 bni bay Ëra *** Ё, е Ë, 

5 €y с, с; *" Fn 
6 En- Cn- бь-4 се 


2һ — 3 go di q: 
表 中 第 一 行 中 依次 排列 F(z) 的 系数 ， 第 二 行 是 第 一 行 中 的 


递 序 ,其 余 各 行 中 的 元 素 如 下 定义 : 
Ь йо a-k | b, basi 
t ün dk > < Ё. | Ë, 


ñ й ñ Pi ñ r | 
о "= y qi T ЫШ 41 m 

Ë po Ёз P Ёз ф: 
FD = 0 在 单位 图 处 和 网 上 无 根 的 充分 必要 条 件 是 


=й Ал R S 
Р(1ў> о, FED S, щн 
以 及 | 
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— ar w налын. 


| ao! << fants (bl > 12, l. leid > е, |41 > laal 
这 万 一 1 个 关系 式 都 成 立 . 

在 具体 检验 АКМА 模型 的 平稳 性 和 可 逆 福 有 时， 要 注意 首先 
将 ФСВ) Ж 人 HB)》 北 成 规定 的 形式 F(z) ， 当 然 在 ARMA Ж 
数 都 是 实 的 , 然后 才能 作 进 一 步 讨论 , 例如 要 检验 ФВ) == 1 — 
Ф.В — ---ф„В°? 的 所 有 根 是否 在 时 位 加 外 ,就 应 转化 为 检验 

PL) = a? ps pe 

的 根 是 否 在 单位 名 内 ， 其 对 应 的 系数 序列 就 应 该 是 


(— Prs —Pe-is "0р5 1) 
同 理 , 关 于 08) 的 可 逆 域 的 讨论 ,涉及 的 系数 序列 是 
(—9,, —@„.,,--—0,, 1) 
有 关 这 两 个 准则 可 参考 [22]. 


在 给 出 了 以 上 的 线性 模型 概念 以 后 ， 我 们 来 揭 开 第 一 章 第 二 
节 所 举 的 六 个 伪 随 机 数列 构造 的 秘密 .它们 是 分 别 按照 以 下 的 神 
型 构造 的 : 


Wh a, 0.52.3 Å = 1,2, --. (2.1.16a) 
иу == d, — iti Ü.2443,_; Á = 1,2, `° (2.1.16b) 
к Обер а Á = 1,2, --- (2.1.16с) 
к T Wa F Oig = йк k=1,2, 77. (2.1.16d) 
юу — О.З == ak — бау, k= 1,2,+++  (2.1.1бе) 
z, — 1.52.1 + 0.526: == ag Å == 1,2,- (2.1.16£) 


诸 模 型 中 的 о, 是 具有 相同 方差 осе 1 的 父 正 态 白 噪 声 序列 , 其 
构造 方法 网 [17] . 以 上 诸 式 中 凡 用 到 初始 值 Hos Wis" "л Шоу 加 一 13 
T.: 或 fas 一 等 均 用 零 代 之 . J BL (2.1.16а) 是 MAÇO, 1) 
ЖІ, (2.1.16Ь) Е MACD, 2), (2.1.16с) 是 上 RCI 0), (2.1.164) 
Æ AR(2, 0), (21.16е) 是 АВМА(1, D, EBE, (2.1.16 Ж 
是 ARC, 0) 390,04 № plo) — 1 — 1.50 + 0.562 = 0 的 根 为 
w == l, a 2, НН jol = 101, 它 不 满足 平稳 性 条 件 。 由 诸 
式 可 见 ,这些 序 列 之 问 有 着 明显 的 差别 , 但 是 , 由 此 得 到 的 六 个 样 
本 序列 ( 见 第 一 章 $2 图 1.1.1) 之 间 的 差异 却 并 不 那么 显 藉 . 这 
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是 因为 随机 序 育 的 一 段 样本 值 只 能 部 分 地 反映 该 随机 序列 的 本 
质 , 而 且 只 有 在 对 样本 值 进行 必要 的 分 析 运 算 后 ,才能 掏 示 出 这 部 
分 本 质 . 今后 我 们 将 逐步 深入 地 介绍 分 析 随 机 序列 的 样本 和 值 的 方 
法 .为 此 , 先 要 引进 wi 与 a, WERRIBEE AEA RIE 
递 形式 和 逆转 形式 . 

1. 传递 形式 一 一 ARMA RA FRR- PAREJA. 

现在 讨论 ARMA Ж (2.1.5) ARJ. GE (2.1.5) 式 中 给 
ТЕТЕ Ps PF F) Р 的 一 -PHR - - " Hl йуу Пру * "`" ‚їп ү 的 相应 
的 样本 重 可 以 用 普通 的 差分 方程 解法 来 求解 .. 

例如 AR(1, 0) 模型 w 一 Piwra = dps, ЕЖ CA <l, 可 
以 解 出 

бк = Pittga + ау == рїш T+ Praga + a, = 


м—1 мІ 


一 > Pisk- + Ф ам = im >` Pla 


一 >; tex 一 


其 中 ,因为 wi 为 平稳 序列 ,Ez 一 y, < oo， 所 以 当 M — co 时 
piwa SR. 若 > piBi = (1 — Ву", W 

r, === а— pB уза, 
Нет, REF В 所 组 成 的 多 项 式 ， 可 以 形式 地 进行 代数 运 
ж. 但 是 必须 注意 ，《1 一 Ф.В), 的 真实 含义 是 > ФіВіаь = 
> pieri KiE, 须 在 条 件 pl < 1 成 立时 无 穷 求 和 才 有 音义， 


各 果 这 一 条 件 满足 ， ER ARC, 0) 模型 的 解 o, 时 , 可 以 很 方便 
地 看 成 将 
(1 一 Ф.В Jw; == g, 
两 边 用 算 子 《1 一 o B>”: 加 以 作用 而 得 到 m, = (1 一 pB) a. 
这 种 形式 运算 的 方法 今后 将 经 常用 到 ， 
现在 考虑 一 般 АКМА 模型 42.1,7) 式 的 解 , 依 上 所 述 有 
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一 p7 B)JOÇB Ja, = ӨСВ)р (В )а, = FCB )a, 


= У Ф.В ка, = > Prak ' | (2.1.17) 


k=0 
其 中 PCB) 一 У pB = 9-(B)6(B)， 系 数 Ф, 是 由 以 下 等 式 
k=0 ' . 、 


ФСВ)Ф(В) —– 0( B) | 
比较 两 边 Bt 的 系数 而 得 到 和 的. 易 见 Фф, 1, НЕН) Фф 可 
由 递 推 形式 逐个 获得 . 比如 , 等 式 右边 旦 的 系数 是 《一 9,)， 等 式 
左边 B HARE Сф. — p) 所 以 由 —#, — фф. 得 到 Фф, 一 Фу 
0... (2.1.17) 式 就 是 ARMA 模型 (2.1.7) 式 的 传递 形式 ， 其 平稳 解 
w, ЖЕЖ а, 的 无 穷 祖 动 和 的 形式 表达 出 来 . 为 了 保证 《2.1.177 
фрау АЛИП ЖЕЛЕУ Ж УКИ НО. 贷 要 证 明 xet < оо, 
事实 上 我 们 将 证 明 一 个 更 强 的 结论 , 即 当 太一 co BF, al RA 
指数 律 趋 于 零 。 在 证 明之 前 ， 首 先 注意 一 个 明显 的 事实 : 对 MA 
(0, 4) 模型 而 言 ,(《2.1.103 式 本 身 就 是 传递 形式 ,所 以 有 
da = 1; py = —0,, 1=< k= q; h = 0, kz q (2.1.18) 
对 于 ARH АКМА 模型 而 言 我 们 再 看 两 个 例子 ， О 
例 8. ARMAL(1， 1) 模型 《1 — Ф:В)и, = - (1 иш BB уа, 其 伟 
递 形 式 为 
t = (1 一 Ф.В) 1 — AB Ja, == ФВ )а, 
其 中 P(B) = (1 — pB Q — 0,8), Hl (1 一 ф.ВЭФ(В) = 
1 —— BB， 比较 两 边 Bt 的 系数 容易 求 得 加 一 1 和 
фу == рі Hp: — 0.), Ñ > 1 (2.1.19) 
939%, 直接 展开 ТВ) = 《1 Ф.В)" (1 се 8,B ) = 《1 一 0,8) 
> gIBt = 1 + > gË (p, 一 外)B*， 也 同样 得 到 《2.1.19) 式 
的 结 HR. | | 
| As, AR(2, Ü) 模型 《1 一 Ф.В 一 pB үш, — Hs 其 传递 形 
式 为 
w, = (1 — pB — pB?) a, = WCB )а, | 
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к P(B) = (1 — p B — pB BD (1 == Qa B — gb VCD) 
Ка Вх 的 系数 得 到 
b = 1, ф, = Pis Pa = PiP- + фф а-21> Å = 2 (2. 1. 20) 
对 于 下 ARMA(p, 4) ENTA AH Ф, 的 通用 表达 式 是 
比较 麻烦 的 ,而 且 我 们 也 不 需要 ， 我 们 关心 的 是 di 的 收 敏 情况 ， 
即 当 д оо 时 ph 趋 于 零 的 速度 . 注意 
1 — 6,8 — - -+ — 0B = Ф(В)Ш( В) 


-б-$+®)@ же). 
一 р? p, B* — x > p b | Bt+i 


k=) i= 


= misi, D 


-= > Ф.В — > > p hÀ B! 


=1 
-i- $ (a — 
Г, >g 时 


тлі пр, 


> piti }В! 


зау (фр, 


di — У’ ф;фи—; == 0 


特别 当 12 malp, q) 时 ,上 式 又 可 篇 记 为 
ФОВ Уф, = 0, I> max(p, g) (2.1.21) 
这 说 明 当 i> malp, q), $p, 满足 差分 方程 《2.1.21)。 这 是 普通 
的 常 系数 线性 差分 方程 ， 而 且 扬 知 dos Фә, 7°, фахр.) 都 是 有 
穷 值 , 根 据 差分 方程 理论 中 .由 于 多 项 式 p(wm) WE ЕТ 
《其 根 全 在 单位 圆 外 )* 记 以 存在 自贡 数 р, z, 使 得 
| Ф) < ze, ¿>O | (2.1.22) 


BU Ф, РА ВТ]. Iiz— F (1.5.10) 式 , 这 正 相 当 
于 那里 所 限定 的 情况 . 
2. 逆转 形式 一 ARMA 模型 中 的 白 噪声 а, 表达 成 w。 的 形 


. $] a 


下 面 讨论 传递 形式 的 相反 问题 , 即 〈z.1.7)》 RAAR а, 如 
何 用 e, 表达 出 来 .与 上 面 的 步 最 完全 类 似 , 由 《2.1.7) 式 得 到 


a = Ө-(В)е(В jw: = «(В уш, = w, — S) mwy (2.123) 


其 中 CB) 满足 OCB ул В) 一 p(B})， 稍 有 差异 的 是 ， 前 面 我 们 
令 (В) = 1 + > 四 B81， 而 这 里 却 令 «(В) = 1 — > «iBi, 


这 种 符号 上 的 差异 在 讨论 预报 问题 时 各 有 其 方便 之 处 、 (2. 1.23) 
式 称 为 (2.1.7) 式 的 逆转 形式 。 对 于 ARG, 0) 模型 而 言 ， 模 型 
(2.1.8) 式 本 身 就 是 道 转 形 式 , 因 此 有 
m= фа 1649р, m=0, k>p (2.124) 
对 于 一 般 ARMA BA (2.1.7) AME, AŽ (2.1.22) 式 的 公 
式 , 肌 莫不 妨 仍 用 同样 的 常数 Eis p СШ АЈ, 9743908142438 
各 较 小 者 ), 即 
|=; | = ре, { 22 Ü (2.1.25) 
H 10. ARMAC1 ,1) 模型 《1 一 pB Jm, = (1 — 0,.8)а,, Ж 
逆转 形式 为 
a| = (1 — ABY — pB Yu, 


一 《1 一 pB) Ө! Віа, = (1 — > «187, 
与 例 8 相 类 似 可 导出 amt, 
«у = ӨК, — p), k21 2.0.1.26) 


илтан ERANA аара 
АКМА Ж ШП АКМА 序列 的 基本 性 质 ， 


52. ARMA 序列 的 自 相 关 与 偏 相 关 函 数 


本 节 介 绍 АКМА 序列 的 自 相 关 瑟 数 与 偏 相 关 孙 数 及 其 性 质 ， 
并 讨论 它们 与 模型 参数 之 间 的 关系 .根据 第 一 章 约 论述 ,平稳 序 
列 为 ARMA 序列 的 必要 和 充分 条 件 是 它 具 育 有 理 谱 , 更 在 , 我 们 
就 和 用 有 理 谱 平 稳 序 列 所 满足 的 ARMA 模型 ， SH RE H 482 bs 
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数 的 性 质 和 表达 式 . 
利用 АКМА 序列 的 传递 形式 (2-117) ARAR E tE 质 可 
ЯП» se, АУЕ ВА ЭЕ ЭО 


Y, = Yal w) = Ени, == Ой >! Фуфа = Yrs K = 0 
1 = 6 


(2.2.1) 
在 容易 发 生 混淆 时 ,我 们 才 用 re) 表示 ， 以 标明 它 是 o, КИА 
WIAR, HT w ВУАН o 也 如 此 处 理 , 这 时 
Е.м 


VE wt Ею, 
一 (> ФФ) (> 4 ү = pa 6220 (2.22) 
,=0 '#=й 


(2.21) Яп (2.2.2) RRE y, 和 о, 的 表达 方式 之 一 ,特别 是 
《2.2.1) 式 在 第 一 章 $3 中 已 经 介绍 过 了 . КШ И, ARC, 0), 
МА(0, 4) Ë АКМА(р, q) 序列 的 自 相 关 函 数 的 性 质 , URHE 
REFA. 


—. MA(0, z) 序列 的 站 相关 函数 


当 ш, 为 МА(0, 4) 序列 时 ,将 《2.1.8) RRA (2.2.1), (2.2.2) 
式 得 | | 


Рд "= рсе) 一 


aal + A + 01 + -* ° +0) к= 0 

y = + 020—0. + 806 +++ + 0.0) <= (22.3) 
0 k> 4 
1 六 一 0 


—0, + BO 十- + 6,-:9, 
1+0 + --- + 05 

Ü k > 4 

这 两 式 说 明 , 当 mw 与 we 的 相隔 步 数 [e r| > 4 Bf, zm, 与 wr 

RAR, B MA 序列 的 自 协 方差 (或 自 和 相关 ) ВАЎК у, (E ер), M 

Á > q 以 后 全 部 为 零 . 我 们 称 这 一 性 质 为 " 截 尾 ”. 反之 , 可 以 证 
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б = беча (2.2.4) 


НН, 若 一 平稳 序列 其 自 协 方差 (或 自 相 关 ) Ж йш. 那么 它 必 
是 MA(0,9)》 序列 【证 明 见 附录 512. 

公式 (2.2,3) Яп (2.2.4) 式 已 经 表 朋 了 y, нй о, 5 MACO, 4) 
异型 参数 8， 吕 的 相互 关系 ， 根 据 这 些 关 系 ， 由 y, 或 pit0 = 4 
= q) ЊЧДБЖН 6 5 оз. 


=. АК(р,0) 序列 的 自 相关 函数 


AR(p, 0) EFAA ARAARA МАСО, q) 序列 那样 的 截 
BER. RK (21.8) 式 写成 
9, == Pipa 十 Piwa + -te = фын, + а, (2.2.5) 
ЕД ож, CK > 0) ЗЕР ЕИ, с B Bg S fa 
Y, = P, Yia + фута 0 (226) 
因此 又 有 | 
p, == фрка T+ фа + --" + фрок-ру K 2 Ü (2.2.7) 
或 者 再 将 上 式 写成 | 
p(B)o, == 0, k > 0 (2.2.8) 
这 就 是 AR(p,0) 的 自 相 关 阔 数 所 满足 的 差分 方程 ， 与 (2.1.21) 
式 相 同 , 只 是 初始 值 不 同 而 已 。 因此 , ра 也 满足 (2.1.22). 式 ， 当 
pla) = 0 HERRA, E 0, 002, ee ор WERI RAR, 
根据 差分 方程 理论 ,在 初 值 pos Р-аз `°°› о-ры 给 定 下 (2.2.8) 式 
的 通 解 为 
рк == &w t t cwrt 5 + cpap? k > —р (2.2.9) 
其 中 的 系数 бїз Єз; у Ср 由 b 个 初始 值 Pos —1 5 " " " spp {А 
(2.2.9》 式 而 定 ， 但 是 初 值 的 选 定 不 能 任意 。 根据 о, НИЧЕ, 
pr = p 我 们 分 别 取 k= 0,1,2,---, p — 1, 由 此 太 (2.2.9) 
式 可 得 如 下 的 8 阶 线 性 方程 组 
citeit 二 ep 一 1 
Lat — у^) + 000) — 050) + - = + сбор — opt) = 0 
6 = 1,2, -一 1 (2.2.10) 
ШЖ ДЕШ c, cy 5 ср. 3 ptw) 一 0 有 重 根 时 ， 
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W (2.2.9) 式 稍 有 不 同 ， 比 如 о, 一 wy 一 一 + 一 o, ЗАД (2.2.9) 
式 的 前 ”项 应 为 《ci + ek + 5 А с), ЕЕ ЕНА, 
在 此 不 详细 论述 .总 之 ,无论 ф(о) 0 ELER, 序列 o, Ф 
是 截 尾 的 序列 、 但 是 却 能 满足 (2.1.22) X. 我 们 称 这 样 的 o, 为 
WER 的 : 即 pi 的 尾部 不 全 为 零 ,但 又 被 负 指 数 阴 数 控制 |. 
P 1. AR(2,0) 序列 的 自 相 关 国 数 应 满足 方程 
рь == PiP- 十 Papias Ё — Ü 

当 1 — pw — p — 0 Ш со, > о, BT, 其 解 ok 为 

pk == cwt + сиот 22 一] 


{ єз + c,= 1 
ACT 一 оү!) + С 一 wz ) = Ü 
由 此 定 出 
a — ох! 
Ci = -i 一 1 
(со; — вох!) — (o, — w) 
С, == га — сөр’ 
? (оң 一 wor) — бо» 一 z) 
当 <, 一 о, 时 


рк = (c, + с), k = 一 1 . 
由 om 1 可知 e = 15 及 根据 a = p- 可 得 

Ce, + edor! "= Ce, — cajon 

由 此 有 1 十 ci 一 (1 一 ob 从 而 解 出 a = i, 由 于 [ш] > 

1, [æl] 1， 因 此 无 论 о, о, 是 否 相等 ，px ХЕ ДЕР ЗВТ 
ЫІ, ВШ E (2.1.22) 式 . | 

ЛАЗ Y ИЯ Ы, Фа» Pis "у Pp 求 к 的 方法 。 KZ, h. 

可 以 从 р, Ж Фа, pa gp- ЕН (2.2.7) B k = 1,2,-- "5 

Pp， 可 得 下 面 的 方程 组 ; 

0, == Pi H фо + - ' * -Е ф›б; 

p: = фур, + pa t ° * * + фрор-2 


(2.2.11) 


точ оч + . = Ёё г 


„14 + 


由 此 清楚 好 看 出 参数 向 量 w 是 线性 方程 组 (2.2.11) 式 的 解 , 这 个 方 
程 组 的 系数 全 部 由 my pa "5, pp 组 成 ,我 们 称 它 为 Yule-Walker 
方程 , 它 在 今后 是 非常 有 用 的 .最 后 为 求 参数 al. 将 (2.1.8) 式 两 
边 平方 后 再 求 均值 ,得 到 
‘= Eg; == Ew, 一 Pipa ст тт Prw- 
— 2 > фуу: + > Фар? i 
注意 下 《2.2.11) җене 
> Pipi 一 > иф; 
由 此 又 有 


> 中 ji 一 > PPY i (2.2.12) 


iJ 


以 此 代 人 到 得 
Р P 
бї == уо У) руту то — У фири: (2.2.13) 
了 一 1 т.131 


=. ARMA, q) 21006 

ПЖ w, 是 АКМАСр, 4) 91, БАТИ ААЯР AR PF 
列 还 要 复杂 一 些 . 我 们 先 求 出 o, 与 a, MERKAR rw, а). 
利用 w: 的 传递 形式 (2.1.17) 式 可 得 


Y (u, a) = Ewa E (> bitiid | 
j= 


ы ozp- k = 0 
ш >} Ф; ЕСа-ни+ь) -f , А (2.2.14) 
了 二 用 
把 (2.1.5) AWRA Hek ERAH, M14 
Yk Фуу да per 


= YI, a) т B,7,-.( >, a) — t.. — ӨС а) 
(2.2.15) 


将 (2.2.14) RRA (2.2.15) 式 , 并 将 等 式 两 边 除 以 уо 可 得 
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тай yT 


| a 


Ф(В)рь 0, &>4 (2.2.16) 
于 是 又 一 次 出 现 了 类 似 于 《2.1.217 式 的 方程 ， 这 里 不 是 从 4 十 1 
开始 的 ， 关于 它 的 解 的 形式 已 经 讨论 过 了 ，, 不 同 之 处 在 于 确定 初 
始 值 的 方 靶 ， 仅 就 elo) 一 0 无 重 根 的 情况 说 朋 之 ; 这 时 知道 了 
рн Pas Paia T'S’ Dg—p+13 通 解 就 可 写 为 : 
рь — cuj + czt t +55 А сор, k >g p (2.2.17) 
出 于 y, = у, 所 局 Yos Yis -yp 可 由 【2.2.14)7 AM (2.2.15) 
式 解 出 ， 如 果 g> p, Увы Tots yy ХН (2.215) AZ 
个 递 推 求 出 ,于 是 初 值 Prs pr-:，**， Pa-s+t 也 刹 不 难得 到 了 .局 
样 Pia "` " * s рар 也 不 难得 到 . | | | 
反之 : 若 已 知 oo 0:5 Юз» ;利用 (2.2.16) AE k = gq + 1, 
9 十 2,-""',4g 十 pp 可 得 PP 阶 线性 方程 组 
pati 一 Puba 十 Фра F 二 Фрра-ръа 
Pata == Pigi 十 Pa 二 + Ффроа-р+з 


(2.218) 


| Pate 一 Pipars- T Фара+р-а 十 + Peps 
由 它 即 可 解 出 自 回归 参数 向 量 p 玉 ,再 令 wy = w 一 рио, 一 
Фаш 一 一 pp M ш, 是 以 бү, 99 为 参数 的 
МА(О, 4) 序列 ,而 <=, 的 自 协 方差 函数 y, CG) 可 由 rw) 计 
ШЖ, ВП 


p ғ 
СЭ, == E(w — >: piwi) (wr ии >; pitwsti-s ) 
i=1 i=1 


i=l 


P P P 
— Yf 一 >, PiY -i 一 > p; Y+; + 人 At 
=! =й . 


P ` . - 
一 > qap Y y+j—i ‚ (2.2.19) 


i=b 
在 上 式 最 后 的 求 和 项 中 , 我 们 把 фо 取 做 一 1!。 有 了 vw), 我 
们 就 可 以 将 它 代 人 《2.2.3) 式 解 出 滑动 平均 参数 向 县 和 i. 
现在 我 们 归纳 一 下 ARMA ДЕА НВА pi 的 性 质 . >ñ 
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b 一 六 时， 序列 退化 为 МА W, pi Rek PAR; 当 q = 0 HJ, 序列 
退化 为 AR 型 ，ox 是 拖 尾 的 , 它们 能 用 (2.2.9) 式 ( 当 бе) — 0 
无 重 根 时 ) 统一 表达 ; 33 gg 在 0, p >e 0 Е, о. BEHER, mH. 
在 k>a— р 8, рь 能 用 (2.2.9) 式 ( 当 plo) = 0 无 重 根 时 ) 
统一 表达 , 但 是 my Pis "tts pq-p (5 q => p BODRILA ох 不 能 
用 (2.2.9) 式 统一 表示 . 这 些 性质 在 以 后 将 要 用 到 ， 

利用 上 面 关 于 АКМА 序列 自 协 方差 函数 的 知识 ,我们 将 第 一 
章 所 举 的 前 五 个 伪 随 机 序列 的 自 协 方差 困 数 一 一 求 出 来 . 

ЖАШ (2.1.16с) ЕАЭС оз = (0.532. 

19] (2.1.16 а) 的 B 相 >< pÉ Ж рь == ct + caot, НҒ 
ф(о) = 1 — o + 0.2402 = 0 的 根 是 a, = (0.4), oo = 06), 
所 以 

Pk = є\(0.4)* + c,(0.6)% 
再 根据 本 节 例 1 可 知 o = 27 (0.6) — 37 OA, 

HA (2.1.16 a) АЛАЯ 


— 0.5 = 0.5 
— 5 — 5 一 一 04 — 0, #>2 
1+ (0.5} 1.25 ‚ k k > 


模型 (2.1.16 b) HIH HX AZ 


pr 一 


a= 一 1 一 024 124 _ _ 775 
тка (0.24) 2.0576 1286 
0.24 75 
一 = 一 2 = 0 = 3 
30576 6437 070° 


模型 (2.1.16 e) 的 自 协 方差 说 数 

y, = c (0.3), £ >q — p = 0 
而 y, 不 能 由 上 式 表达 ， 为 了 定 出 系数 с, ЗЫ (2.214) 式 和 
《2.2.15) 式 计算 初 伪 ro 先 由 《2.2.14) 式 得 

Y (u. п) = old, = 1 

Y (u, а) = gh, = 0.3 — 0.5 = — 0.3 
再 代入 (2.2.15) 式 , 分 别 取 & = 0 和 1 得 

y, — 0.3У 1 = 1.18, y, — 03y, = —0.6 


| БЕ * 


HL 一 H — _ 246 — 100 
注意 Ya = Yis 由 以 上 二 式 即 可 解 上 出 y, 910° Yo 91 . 


因此 ，<, 一 一 20, TE pa = 一 0.82 x (0.33*. 


通过 这 几 个 典型 的 数值 例子 , 我 们 可 以 熟悉 本 市 的 内 容 ， 此 
外 :以 这 五 个 自 相关 函数 还 可 以 看 出 ,它们 的 统计 性 质 是 有 明显 差 
别 的 。 分别 从 这 些 序列 的 一 眉 样 本 作出 的 样本 目 协 方 凑 图 数 《 见 
(1.2.1) 式 和 图 3.2.1)， 是 上 述 理 论 自 协 方差 画 数 的 合计 值 , 扩 以 
理应 比 说 始 的 样本 《 见 第 一 章 $2 1.21) 更 加 突出 了 各 序列 的 
本 质 差别 ;至 于 它们 能 够 反映 到 人 怎样 的 程 究 ,将 在 第 三 章 中 论述 . 


n., (8482568398 


REME ,对 于 平稳 序列 而 言 * 其 自 相 关 函 数 的 截 尾 性 是 MA 
序列 所 特有 的 标志 . 但 是 拖 尾 性 则 是 AR R АКМА 序列 所 共有 的 
特征 .那么 ，AR 序列 有 设 有 独自 的 特征 昵 为 了 回答 这 个 问题 ， 
PSI A NI: A. 

对 于 k= 1,2, ЭДИЛЕ ИЕ Н Wiks йкы» tts 
w, 对 v 作 最 小 方 关 估计 ( 见 第 一 章 $ 5), 即 选择 系数 pu. ры 
“+ фл 使 得 | 


ы 2 
ó = "° — > рео) 


= Y, — 2 > Фа + У Фар ji (2.2.20) 


ij=t 


达到 极 小 秆 ， 分 别 对 paG = 1,2, , k) 求 8 的 偏 导 数 5 ; 
ki 
并 令 其 为 零 , 即 得 到 «р, 所 应 满足 的 方程 


1 Pa Ttt б%-х | Pr Di | 
Ө 1 =". Dk- Pr ты Ө» (2.2.21) 
Pra Partt 1 / фа Өк 


我 们 称 序列 palk 22 1) 为 o, 的 偏 相 关 函 数 . 
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当 р, 为 AR(p,0) 序列 时 , 先 不 必 解 (2.2.21) Ro (2.220) 
式 容易 看 出 ， 对 于 ¿> p， 可 从 8 的 极 小 性 直接 定 出 pw(l =<; 
= k). 9: E, 下 人 pp， 则 以 (2.1.8) RIEA (2.2.20) 式 得 到 


P k 1 
ô = E (> Фур — > p tu; + г.) 
j=l i=l 


3 


£ k 
= F (a + > (@;— pwn > T 
j= 1 了 一 由 十 上 


P k 3 
一 qs 十 ($ (фу pu) Wii — УХ фы was) 22 о; 
к= 1 рРрЕрР+1 


п BL. 2048 а КЕНЕ ЛМЕ (04), 应 当 取 
Фо јр 
0, p+ 1= j = А 

HER M, ARCp, 0) РЕЯ фры, Æ ñ > pb H 
后 全 等 于 雪 , 即 偏 相 关闭 数 是 截 尾 的 .在 附录 5 1 中 还 将 证 明 , 全 
相关 函数 的 截 尾 性 也 是 平稳 序列 为 AR 型 的 充分 条 件 , 也 就 是 说 ， 
它 是 AR 序列 所 特有 的 标志 . 

下 面 来 讨论 wx ВОЗЕ ВЕБЕ А ЕУ, А 
АКМА 或 MA 序列 的 pa WEHE. 首先 , 由 (2.2.21) 式 解 出 
的 фы МЫ FREER: 

Pu == ру 


k ` k И 
Pai k Í "= (pe 一 > окы) (1 — >, огры} (2.2.23) 
j=1 i=l 


Pito T Pki — Фан k koli} 
f === 1 з 2 3 + 7 = x & 


为 证 此 , 令 


Фи = | k Z= p (2.2.22) 


рь pL Pki P krk- 


" EÙ >» 


1 а бк 1 
1 --- Ü | 1 
R; = Pi Ё+—2 T= Є | 
...... 0 
Prs бз 1 
FDL т“=Т, ТЕ,Т = Ri, ТЁ, = &,, TPE (2.2.21) 式 对 
к ТРОЕ Ў | 


Rithe — на 


(Ku) JT (А) 
Ёё; 1 ФА kti 
Har Ж ЯНЕ a| 48 
Кы 十 ирк == Ër Elie T Pitit ™ Pkt 
由 第 一 式 ， ` 
бана 一 ЕЧ, — рама Ё — Y 一 фены ТАЁ 
= — фаны T h (2.2.24) 
ИЖА 219 | | 
Piia 一 Фазы T+ & (з, — Фаъы ТЗ) 
一 perui 一 Фа и + Sim 


或 


ҤЕ ШЕП H 
Piriti > Can 一 # (1 一 ёт)! (2.2.25) 
(2.2.24) 和 (2.2.25) ARE (2.2,23) 式 的 缩写 形式 。 pu 一 p, E 
其 次 , 我 们 指出 贝 租 关 涵 数 的 概率 意义 ， 利用 最 小 方差 估计 
的 记号 ， 考 请 z, = ЕС, Hs Weg ttt’ и.а) ш Ф, ka 
Ew Esis асау *''5 zadaj E W, ка w, — Ф, WF m 
Hik — shrek 以 及 
Фа = (EBD )(ЕЯЕ ) $ (2.2.26) 
这 是 ©, 和 Ф2 的 相关 系数 ， 或 者 称 为 在 给 定 ws Wa't’, 
tl 的 条 件 下 ， ©, 与 f + 的 条 件 相 关系 数 。 再 令 
х == (и, Wit) Y = Ws Wa "ә Wit)" 
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танин оңа нын (1.5.14) 式 有 
= F(x|y) = (Exy Eyy YY 
Exx' = CT 
= Exa — Бх — ЕХ + Ех 
注意 E(x — 2)4 = 0, ЫШ Ех 一 FE£x', В 
开征 站 = Exa 一 ЕХХ' 
一 Exx — (Exy Eyy y (Еух") 
仍然 使 用 前 边 的 记号 Eo ть, R, 等 ,再 注意 


1 
E xx” == rd РА ) 
Pk 1 


рү ру Pk- £; 
Exy = т. 1 2 к=к) 
Юк-—1 Ökat" фа E 
” EYY == YR- 


| EZ: F, ) 
л оры s — 


Ей, Ew 
1 ok 
rol( Ph 1 )- (2 
1 Dk 
rA( Dk 1 )- ( 
1 pr 
т) (в 
1 px 
rd ‘)- “a 
由 此 和 《2.2.25) AE A 
da — (EDDIE DEWEY I 
= (оь 一 # Tm, 1 — EL) = Pr 
这 说 明 ,; 从 其 概率 意义 而 言 ;篇 相关 系数 PERAE Wis 和 
"бэ Wiri 的 条 件 下 ze, 与 w 的 条 忻 相关 系数 。 更 确切 地 说 ， 
是 f, 与 Wik п 有 ] 尖 于 Ws Wicas T'a Рр 的 最 小 方差 
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JR 


& 1 
i- 
"a Сеч, 1, Rr: Ë, ч} 
i- 


Jn- {› Tag- D} 


Ë, | 
Ei т —1 i Tis 一 ) | 
£t, Гь ё, k- 


估计 后 的 残 差 的 相关 系数 . 电 过 一 性 里 ,我 们 将 不 难 证 明 仿 相 关 
БАЖ pa 被 久 指 数 函 数 所 控制 . 
”现在 令 


к—1 © 
и, == ял Fa 一 > Г 
j= j= 
根据 m, 的 道 转 形式 (2.1.23) 式 和 最 小 方差 估计 的 性 质 ， 
Wi = а, + uz + ws 
t, = ш, — Ф, = a, + u, + bk 
一 Ela, + иь + wal we 1580635 ot) 
= a, t шщ Hog на др а р 
由 此 知 Ewi = Ба? + Em ро оз. M (2.1.25) 5, 


Ep? ни ` ° s; Y ;— m; = Yagi N E -22% eTit) = g e ta 
г. # „Ё = 


AP gp A pn RESETE 数 . 再 由 a, 与 io (s > 0) 不 相关 
HJ Eww = Ea, + ppw = Ew, 因此 由 Schwarz 不 等 
式 ， 


|E |] = (ЕЕ ут < (Ева 
ч муо. af ръст Isk — gse ”20t 
于 是 最 后 得 到 
prl = lbr = KED wr EPD] 


— ER 


这 就 是 (2.1.22) 式 的 形式 .所 以 对 于 ARMA 或 MA 序列 pu 是 
拖 尾 的 . 


五 、ARMA 序列 的 自 相关 函数 的 允许 域 


在 第 一 章 里 我 们 讲 过 ， 只 要 序列 r, 满足 对 称 性 和 非 负 定性 ， 
它 就 一 定 是 某 一 平稳 序列 的 自 协 方差 函数 ， THE, 为 要 序列 z, 
(或 px) 成 为 ARMA FAR BHA ZAA СВ А НЭС РЕН), RT 
需要 满足 对 称 性 和 上 非 负 定性 以 外 ， 还 须 与 y, 相应 的 谱 密 度 具 有 
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(1.3.18) AREA. REZ, 由 y, 所 决定 的 模型 (2.1.52 АША 
有 平稳 福 和 可 逆 性 .。 这 样 在 р, я 固定 以 后 ，ARMA(p, 4) 序列 
的 自 协 方差 函数 《或 自 相 关 函 数 》 所 能 人 允许 的 取 值 范围 叫做 它 的 
ЎР. АЖЕ Я pt， 仅 当 它 在 此 域内 时 ， 它 才 是 
ARMA(p，9)》 序 列 的 育 相 关 函 数 . 因此 名 许 域 可 以 被 用 来 检验 
— рь 是 否 为 АКМА(р, 4) 的 相关 加 数列 。 对 于 一 般 的 允许 域 
问题 ,这 里 不 仔细 讨论 ， 

最 后 ;为 了 癌 悉 上 述 概念 ,我 们 再 举 几 个 例子 . 在 这 些 例子 中 
给 出 序列 的 自 相 关 与 篇 辑 美 田 数 和 人 允许 焉 . 并 在 图 2.2.1 和 图 
2.2.2 中 给 出 它们 的 示意 图 ， | 


(а) AR(C2,0) 的 多 许 域 Ф) МА(0,2) ВТЕ 


(с) ARMAC, D) ЙЕ 
Ё 2.2.1 ERREA 


+ G$ ~ 


# 2. MAÇO, 1) 序列 w, = a, — бус, 
Yo = (1 + 002, y, = — 0,01, Y, = 0, £ > 2 


—@ 
== і, == 1 > — 0, == 2 
pm Pi 1409 Ph K 
其 py 由 下 式 决 定 
—@ __9 
1 1 А 1 
1+0 0 kë ET: 
8, б, 
1 + @ 1+9 ||" : 
—# à 
1 1 0 
0 1+ е Ф кк 
或 者 
+ g —ð, . 0 Pki — Ë, 
— f, l 十 б. ФА» Ка Ü 
0 76 


那么 由 行列 式 展开 可 知 А, = (1 + 站 Ai 一 ӨД, (А > 3), 这 
个 差分 方程 的 通 解 是 

A, = САЙ + СХ, £ > 1 
其 中 如 А 25 А2 — G + 024 + 81 = 0 的 根 , 即 ду жа 122 = 
915 А, 的 初始 值 可 由 直接 计算 得 到 ， д-н, A, = (1 + 
6 — 0 =— 1 + @ + 01, рин ЖЖ C, = (1 — 0), 
C|, => =U — 0-2, FÆ 

Ar = (1 Ae — өгүз 


тих — 8, . 

最 后 解 出 pu га Ë 
= (—1) 1 At 一 由 

Pk д, 


. Ü$ > 


„. — (1 — 09; 
= Ренн? 022 


由 于 MACO, 1) 的 可 道 域 为 18] < 1, 所 以 1m| = | 
一， 这 就 是 MACO, 1) 的 允许 域 . 


例 3 MACO, 2) 序列 ш, == а, — Oiti — бза,—,; 
y = (1 + Bi + 0D, у, = (—8, + 0,0,)о? 
Y, = — дю, Y = 0, k= 3 
о = (0, + 6,8,)(1 + E + буз 
р, == —0(1 + 0 + 02у, р 0, k>3 
ERER 


1 1 
p: р > — рз ср > СС, pi << 4р(1— 2р,) 


(>. = 二 时 ) 


其 具体 推导 方法 与 $6 例 4 的 技巧 类 似 ， 这 种 烦 需 的 初等 论证 我 
们 不 一 一 列举 ， 
例 4， AR(1,0) 序列 Wi — Pipi S 0 
Ya = Yopi; ра = фі, Kk > O 
Pu = Pi ™ фіз Pr = 0, 4 22 2 
它 的 允许 域 为 [о = lal <1. 
Ё 5. ARC, 0) 序列 w — Pia — Paha >= Gí, 
已 的 忆 相 关闭 数 已 在 前 边 合 1 中 讨论 过 了 ， EAI IRIAN AR 
十 分 简单 即 
Ча ps Pr m Фаз Фи "= 4р 
Pie 0, Pa S Po Pr = Ф фа 0, 4 22} >3 
它 的 允许 域 为 
—1 Za Zl, -lae = LI, б< 01+) 


га 


fij 6. ARMALI, 1) 序列 ， и, — Pitta = а, — Oaa, 
ДН ЖАКА (2.1.16 езу E A p RAA ПЕ] КЕЛЕ, PAS 


æ бб a 


Ej 2.2.2(а) МА(О,1) BRS. RAZEM 


Pak Pit 


Fk 


一 | Ü 1 
图 2.2.2(ЪЬ) Ак(1,0) WAHR WAAN 
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图 2.2.200) AR(2,0) НЕН. Н 83 


z 


“= Сф) (Ф601) g, Б > 1 


1 — Фі 
1, k = 0 


ра = (1 — 6) (Pp — 6,1) каз, ар 
1+ 61 — 2‹ф,б, 


它 的 允许 域 为 
° 68 。 


[а << jal рз > pt2p + 1) (о. < 0 时 ) 
Рз > pi2p1 — 1) (p, > 0 PÍ) 
当 фр, 0 RAER pro pa 的 备 种 形状 可 参见 图 2.2.2, 
到 此 为 赴 ， 我 们 已 经 介绍 了 АКМА 模型 的 分 类 及 其 性 硕 ， 
АКМА 序列 的 自 丰 关 与 偏 相 关 函 数 的 各 种 性 质 . 现在 我 们 把 这 
些 内 容 的 主要 部 分 用 以 下 的 一 览 表 综合 起 来 ,这样 比 较 醒 目 ,而 且 
便于 供 下 一 章 使 用 . 


Ж 2.2.1 АКМА 序列 的 分 类 性 质 一 览 表 


| H 型 ; 
AR (p, 0) MA (D, 4) ARMA (p, g) 


3 Я . 
模型 方程 gp (yu, = a, m, = ӨСВ)а, ФСБ ун, = B( Ba, 
平稳 条 性 (юу 0 的 根 之 | ЖЕЕ plaj = 0 HRZ 
模 >1 Ж > 1 

Б] йй ФЕ 无条件 9cwm) 一 0 的 根 之 | go 一 的 报 之 
KR >1 - H > 1 

FEER m, 一 pE Ja ze, = ӨСВ)а, u =p RO Ea, 


а, = O-H Eje, 


a|,|=8—(Bygp( Буш, 


6З. 一 类 非 平稳 序列 一 一 ARIMA 序列 


在 许多 实际 问题 中 , 所 考虑 的 随机 序列 z, 有 时 并 不 近似 为 平 
稳 序 列 . 比如 ,在 绪论 中 所 举 的 用 电 负 葵 的 例子 , 当 我 们 长 期 考查 
这 个 序列 时 ,就 会 发 现 它 并 不 总 是 稳定 在 同一 水 平 上 ,因为 我 们 的 
工业 在 发 展 , 用 电量 和 供电 能 力 随 之 也 在 上 开 .。 再 看 第 一 章 所 举 
的 第 六 个 伪 随 机 序列 的 数字 人 重子 《由 模型 (2.1.16 £) 造 出 )， 它 很 
明显 地 与 其 它 五 个 平稳 序列 不 同 . 但 是 ,如 果 将 这 个 数列 进行 一 次 
莽 分 ,得 到 Vz 《我 们 将 ы]: 和 V z, 一 起 画 在 图 2.3.1 8), 这 时 ， 我 
们 会 发 现 Ve 几乎 稳定 在 零 附 近 , 闻 可 以 近 介 看 做 平稳 序列 .这 是 
为 什么 呢 ? 从 (24141619 式 可 以 得 到 答案 .在 第 二 章 $ 1 由 ,我 们 
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|“ —-. -—__ — ача аиати — —— °°. y — n I -—- = = 


普 说 过 z, 是 按 《2.1.16 f) 式 构造 的 ， 并 且 随 后 又 指出 z, 并 非 AR 
(2, D 序列， 现在 改写 【2.1.16 f) AX 


图 2.3.1 (2.1.1656 ZAHAR pSt 


(z; — zaa) — 0.50 — 26-2) = ag (2.3.1) 
若 记 Vz, = z, — 28 == Ww 则 上 式 又 可 写成 
wa — Sl = ак (2.32) 


这 恰好 等 于 模型 (2.1.16 с) 式 ， 这 意味 着 , з, 的 差分 序列 Ve, = 
us 是 AR(1,0) 序列 ， 当 然 , 由 此 不 蕉 想象 ,对 荣 些 非 平稳 序列 
zo Vz, 也 还 不 是 平稳 的 , 但 Va 是 平稳 的 ,等 等 ， 比 如 绪论 中 例 
2 的 ж, 它 的 三 次 差分 才 是 平稳 序列 ， 
我 们 把 上 述 处 理 方法 推广 到 一 般 情形 ， 假定 为 一 非 平稳 
序列 ,但 是 存在 一 正 整 数 2, 使 得 
ув, == и 12 (2.3.3) 
而 w, 是 АКМА(р, 4) 序列 , 其 中 уе ЯТ 
уа = (1 В) = 1 — C#B + CIB + :- ° 
+(—1)4зсС4_,В#—%® + (—13)4B4 (2.3.4) 
式 中 Cie pr 由 于 我 们 只 考虑 =, DE Ка} AAN 
值 的 情况 ,所 以 ,对 这 类 非 平稳 序列, 我 们 假定 * 从 1 开始 4 才 有 


» 7Ü °. 


定义 ,并 且 假 定 š; 的 前 d 个 随机 变量 бүз шоу tty Za 是 均值 为 零 ， 
HRAJ H.S w, 不 相关 ,因而 与 а, 也 不 相关 .这 和 样 的 z, 序列 我 
们 称 之 沟 АКМА 序列 的 4# 阶 求 和 序列 ,并 用 记号 ARMAC, d, 2) 
表示 . 其 中 4 ARMA. р, g DIS Vr, 一 w, АА BAIRE 
动 平 均 阶 数 . 

这 样 的 非 平 稳 序 列 可 以 用 它 的 初 值 zi, 22 8 及 平稳 序 
列 e, 表达 . 事实 上， 四 为 差分 运算 的 逆 运 算 就 是 求 和 运算 , 所 网 
ЕҢ (2.3.3) 式 和 z, 的 初 值 可 以 得 到 


a-i -a 
z, = > Citi- Gigy + > СГ wati 
0 i=1 


#—1 t- 
一 >` CPH Gis + DO CA we с> 8 02 
АЫ i=l 


(2.3.5) 


我 们 不 去 伍 细 推导 这 些 表 达 式 ， 仅 考虑 两 种 简单 而 常用 的 特殊 情 
р. 
Ё, = z, — Zer ш, —— *** + z, 8, + z, 


r-ei 广 一 下 


== z, + > (z, 一 z; = z1 十 >) ГЕЗ 


J=t f= 1 
z—Kx 
= + У) witis í D>k2>a (2.3.6) 
jai 
d = 2 时 ,同上 有 有 
É = 1 


z, = 2, + > М-н 
j=l 


HELA 
i—1 
ж = Vr 十 >` Viri 
= 1 


PLK A Bi Kulta 


æ 7l >» 


CO 


i 
k. == x, + (z — 2)(z; о х,} + Уе; 1). 
г-к 
= z, + (z — k) (z, ваа) + > (2— 8—34 lluki 
r> k > 2 | (2.3.7) 
对 于 非 平稳 ARIMACp, 4, 4) 序列， BARE И ЛИЕ e SR 
问题 ,可 以 通过 对 它 进 行 了 阶 差分 化 成 平稳 ARMAC, 7) 序列 的 
相应 间 题 来 解决 ， 可 见 这 是 将 平稳 时 间 序 列 分 析 方 法 向 非 平稳 序 
列 推进 了 一 步 ,但 并 非 本 质 性 的 推进 . | 
最 后 ,还 须 指出 ,有 时 我 们 也 将 (2.3.3) 式 形式 地 写成 
pl B)V z, = OCB xa, t> d (2.3.8) 
但 是 严格 地 说 ,还 是 用 《2,.3.5) A (或 (2.3.6), (2.3.7) 式 ) ЖУА 
当 . 那样 z, 可 看 成 是 由 ms 555, ва 和 w, RE (2.3.5) 式 产 生 
的 非 平稳 序 列 ,其 中 w, 是 如 下 的 ARMAC, 4) 模型 的 平稳 解 
PLB)w = 0(B)a, f= -1,0,1, 1° 
TES zo za 555, sd 不 相关 。 对 求 和 序列 x, 的 这 种 理解 ,在 今 
后 各 章 中 将 多 次 用 到 。 
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第 三 章 ”模型 的 初步 识别 与 参数 的 矩 估计 


上 一 章 ,我 们 讨论 了 АКМА 序列 的 自 相 关 与 偏 相关 通 数 的 性 
Ж, 及 其 与 模 亨 参数 之 间 的 关系 。 在 第 二 章 $1 又 曾 指 出 实际 中 
的 大 量 随机 序列 ,并 不 能 用 直接 方法 (或 称 物理 方法 ) 建立 它们 的 
模型 ,从 物理 意义 上 看 甚至 于 它们 本 身 并 不 是 线性 模 理 。 这 时 ,所 
谓 很 据 它们 的 样本 数据 建立 线性 模型 ， 不 如 说 是 寻找 一 种 与 它们 
尽 可 能 “等 价 ” 的 ARMA 序列 ,作为 实际 序列 的 近似 模型 , 前 面 也 
已 说 过 , 我 们 之 所 以 限于 处 理 这 类 模型 ,一 方面 是 由 于 ARMA Ж 
列 的 谱 密 度 是 有 理 的 ,它们 能 扯 近 任何 连续 谱 密 度 ; 另 一 方面 是 由 
于 在 实际 应 用 中 , 这 类 模型 有 很 多 方便 之 处 。 以 下 三 童 的 内 容 都 
是 围绕 着 这 样 的 问题 展开 的 ;如 果 w, 是 某 一 未 知 其 模型 的 ARMA 
序列 ,现在 获得 了 它 的 一 段 样 本 数据 ws wno wys, WERI 
这 NN 个 数值 对 o, 的 模型 做 出 估计 。 或 者 说 得 更 具体 些 , 对 模型 的 
ИЖ p,q 和 参数 ,8 与 中 做 出 判断 与 估计 。 一般 ,我们 把 对 
psg 的 判断 称 为 模型 识别 、 也 就 是 初步 确定 序列 模型 的 形状 ; 在 
р, 9 被 判定 后 ,估计 相应 的 ф, Ө 和 от, 称 为 参数 估计 . 解决 这 些 
间 题 的 方法 属于 时 间 序 列 的 内 容 .。 一 旦 作出 了 序列 模型 的 识别 和 
估计 ,序列 的 自 相 关 、 人 篇 相关 函数 及 谦和 密度 的 估计 就 可 以 由 这 个 模 
型 算出 。 对 于 很 多 实际 问题 里 的 随机 序列 ,我 们 总 假定 ,必要 时 经 
过 某 种 处 理 (例如 差分 或 “季节 型 "差分 , 详 见 第 六 章 》 后 ,可 议 看 作 
ARMA 序列 , 然后 按 上 述 方 靶 分 析 , 并 以 估计 所 得 的 模型 做 为 真 
实 序列 的 近似 描述 ， 

解决 上 述 识 别 与 估计 问题 ,主要 依据 前 一 章 的 理论 分 析 结 果 . 
本 章 将 介绍 一 种 初步 识别 方法 和 参数 的 矩 估 计 ，、 这 些 方法 简单 易 
懂 , 但 是 其 精度 稍 差 。 对 于 基 些 实际 情况 , 如果 计算 条 性 允许 ,并 
且 希 望 尽 量 提高 精度 时 ,可 根据 第 四 章 的 方法 求 参数 的 精 佑 计 , 再 
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根据 第 五 蕴 的 内 容 , 检验 和 改进 初步 识别 的 结果 。 不 过 这 两 章 的 
方法 较 烦 ,计算 量 也 大 得 多 . 


5 1。 样本 自 相 关 与 样本 伪 相 关 未 数 


假定 得 到 了 数据 my za zw， 它们 是 随机 序列 z, 的 一 段 
ВЕЖА, NN 称 为 样本 长 度 .为 朗 根 据 这 段 样本 数据 估计 z, 的 模型 、 
ЖИРЕН Б z, PHAM, 至 十 去 掉 均 值 的 方法 ,将 在 以 后 提 到 . 
在 本 节 中 ,为 了 统一 符号 ,暂时 假定 Ez, = 0。 这 时 定义 z, 的 样本 
ВИЛ ў, 与 样本 自 相 关 了 半数 6, 分 别 为 : 


мек 
Ft ib k= 0,1,2, (N — 1) 


(3.1.1) 
Ёа == ĝa = L k= 0,1,2,+5++,(М—1) (3.12) 
Yu 
ERCH. ARAFE, 
N-k 
PR т 这 k= 0, 1,2, (一 1 
w" (3.1.3) 
p = pt, = Tk. k= 0,1,2,- (N — 1) (3.1.4) 
Ya 


可 见 + = М 7], Ek, ?与 ФЕ ЖЕЙН ЧИЙ. 188, ?, 


是 非 负 定 序列 , 23 则 不 一 定 如 此 。 为 了 证 明 这 一 点 , SF > N 
或 і = 0 暂 记 z í es 0, 于 是 对 于 任意 we 个 实数 io Ёз» "**› Em’ 


м 10—01 


m 
У а?у = — г>) gibi > Ziji 
i f=1 
一 15 ЁЁ} > Breit | 一 — т 27 8:8; 之 TiS itj 


N M1 


= — Ta Ф781 > кыйыу T — L > (> giani) > == Ü 
这 就 证 明了 了 序列 的 非 负 定性 ， 


+ já a 


ЭПЖ z, 是 АКМА 序列 ,《 注 意 若 不 如 特别 说 明 ， 恒 假定 随机 
ЕЕЎ| ЛЕЛЕ ЖЕНУ )› 那么 了 ЭП бк 0 ТЕЛШ pi 的 售 计量 ; 具有 以 下 
В: 

L ETERA {АИИЙ Л.Ж АУ, ВП 


P P : 
Hm 节 = YZ, lm, = ру {3.1.5} 
Mm Mm 
lim Ey, == Ys lim Ёд, = p (3.1.6) 
K- Nas 


(3.1. W 式 中 ”之 ”表示 依 概 率 相等 ， 
它们 具有 渐 近 正 恋 性 ,中 存在 黄 个 趋 于 co 的 数列 АР, А, 
PIER 
EN Pa У) ~AN Dl, АСВ ру) ~ AL) 
з. 它们 的 误差 方差 分 别 浙 近 为 | 
var( f) m Еў m E(f, — 7.) 


2 У) (Y+ Fiefia) (3.1.7) 


varl ó) = ER = E(B 一 ez) 


== — L > (pi -+ pikpi-, 十 20р? 一 Аоһоци-д ) (3.1.8) 


N, ==— o 


(3.1.8) 式 称 为 Bartlett 公式 ， 这 些 公 式 的 证 明 可 见 本 节 附 录 $ 2. 


var( Tg) == 278, varl Fa) =, & > 0 Е (3.1.9) 
当 2, 为 MA(0, 4) 序列 时 ， 
var( o) == 2 (1 十 2 > ө) 


Ё = 1 


varl рь) == H(i + 2 > al), & — q (3.1.10) 
当 z, Ж) AR(1, 0) 序列 时 ， y = Yopi 以 此 代 人 (3.1.10), [Ж 


• 75+ 


2 z 
var( Fn) == 27%. 1+ pr 
М 1— oi 


1 2 | 1 
Yo {1 +p gł} + lko), k г> 0 
N 1 一 Ф} 


(3.1.11) 


varl 71) == 


以 上 诸 式 告诉 我 们 ,7x 和 б, 的 渐 近 误差 方差 都 是 与 = 成 正比 全 


的 ,而 其 比例 常数 又 和 真人 71 或 pt 有关. 显然 当 N — оо 时 , 诸 
误差 方差 都 趋 于 零 ， 由 此 可 推出 (3.1.5) 式 和 (3.1.6) 式 。 对 于 


MACO, 1) 序列 ,因为 lol < o= 0, К> 1, A чаго) 
和 маа) (k > 1) 的 主 项 分 别 被 373 z 12375 所 控制 , 即 它们 
趋 于 零 的 速度 不 会 比 -22 和 17 m, 对 于 ARC, 0) 序列 ， 


A (3.1.11) 式 可 以 看 出 ，var(P4) 显著 地 依赖 于 参数 фу, p WQ 
接近 它 的 平稳 域 边 界 ( 1), улг?) 趋 于 零 的 速度 越 己 ， 例 如 当 


pı = 0.1 Ж, магў == 20205, m Ф, == 0.9 Ff, var(? |) = 
19.0515, 不 仅 如 此 ,(3.1.11) 式 还 找 不 到 与 p, 无 关 的 上 界 ， 对 于 


ARMA 序列 来 说 也 有 类 做 的 情况 ， 

在 实际 刻 用 中 ,我 们 希 言 通过 增加 样本 长 许 N 以 提高 估计 精 
度 。 为 了 保证 上 述 各 估计 量 的 均 方 误差 达到 一 定 的 精 庆 要 求 《 比 
WAER var(3o) < 0.01， 或 者 要 求 varfo) < 0.0172; 前 者 叫绝 
对 精度 ,后 者 叫 相对 精度 })， 可 以 用 (3.1.7) 式 和 (3.1.8) 式 计 算 
м @ФК. 但 是 ,这 些 公式 中 的 px 或 74 仍 是 未 知 的 ;所 以 并 不 
能 准确 定 耐 多大 的 NN 才能 满足 预定 的 精度 。 为 此 , 可 采用 以 干 不 
断 实 版 不 断 改 进 的 方法 进行 镜 索 .假定 开始 获得 了 N, 个 数据 ,由 
(3.1.1), (3.1.2) 式 算 出 适当 长 度 的 7, #2，。 直 到 它们 接近 于 零 ， 
为 了 对 fe ó. 的 方差 做 出 估计 ,利用 (3.1.7), (3.1.8) 式 、 在 这 
两 式 的 右 方 将 y, 和 ex 换 成 了 % 和 Bk; 并且 将 无 窃 和 换 成 有 窃 和 ， 
HIT Туу pr 依 指数 律 收 放 于 零 , 这 样 的 近似 是 可 行 的 ， 如 果 所 算 
出 的 varC? 了 4) EE уаг(ду) 达到 了 预定 的 精度 要 求 , 就 认 苍 取样 长 

„ J >» 


БЕ Ni 是 合适 的 否则 应 设法 增加 取样 数据 。 Ei BS var 
(7,) HK var(ó,) 的 大 小 和 精度 要 求 , 试 着 增加 到 N., 然后 月 重复 
作出 新 的 估计 、 计算 出 新 的 часС? к) 和 var(#&) 246, 并 检查 是 
否 满足 预定 的 精度 . 技 这 个 程序 做 下 去 ,直到 合适 的 N 为 止 . 通 
常 只 要 重复 一 两 次 便 能 确定 出 N 采 ， 如 果 点 定 不 下 来 ， 则 序列 
z, 可 能 不 是 ARMA 序列 . 

有 了 样本 让 相关 诸 数 ， 便 可 以 按照 (2.2.21) нин 
KAAT. EHE 


1 Ë *7 Bi фа ё: 
ó 工 дна |f Фе |— | 5: (3.1.12) 
баа rart 1 / \ф б» 


得 到 pa | — 1，2，***)， 这 就 是 z, 的 样本 入 相关 消 数 。 注意， 

$a 也 可 以 按 (2.2.23) 式 递 推 计算 ， 只 须 将 那里 的 pj 换 成 ру. ТЩ 

z, №) AR(p, 0) 序列 时 ,根据 附录 $5 的 结果 ,ix 上 共有 以 下 性 质 : 
1. Pr R фк 的 渐 近 无 篇 估计 和 相 容 估计, 部 


Р 
lm Ё фак 一 Фуу» lim фм = Pik 


特别 
, А Фаз 3 k — р 
жш E Pie — \ 0, щй р 
2. ĝua RALES. WEEET oœ 的 数列 bi 使 得 
Бфак == EN C Prr — Prr) — 2760,1) 
3.24 k. K> р. k < А h} 


Ефі, = Еф} == pe NE Pyg = 0 (3.1.13) 


对 于 一 般 的 АКМАСр, 9) 序列 , Фак 也 具有 与 此 相 类 似 的 性 
质 , 不 过 主要 用 到 的 是 ARG, 0) 序列 的 偏 相关 涵 数 , 


52. 模型 的 初步 识别 方法 


本 市 讨论 如 何 利 用 前 一 书 的 料 本 自 相 关 与 样本 仿 相 关闭 数 ， 
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来 判断 z, 的 模型 阶 数 , 即 和 9g 之 值 ; 若 z, 基 求 和 模型 ,还 要 判断 
d 的 值 . 初步 识别 方法 的 要 领 是 ， 

i. 识别 的 依据 : 根据 第 二 章 中 АКМА 9] 56 556 
画 数 的 性 质 【 见 第 二 章 5262.21), 车 其 样 木 自 相 关 责 数 б, 在 
k > q 后 截 尾 ,很 自然 地 判断 z, 是 MAÇO, q) 序列 ， 类 似 地 ， Ж 
Pa E k>- p URRE MAR n 是 ARG, 0) 序列 ， 若 дь 
фа ЛЕ ВЕ, X gh TA a er АЈС УПАТ ЖЕ] СЕНЕ КЁРЕ} )„ MAZET 
其 为 АКМА 序列 ,但 尚 不 能 定 出 阶 数 . 

2.5, 或 pa REPER EIE: 理论 自 相关 和 俩 相关 国 数 р, 和 和 
pa 的 截 尾 性 ， 是 指 它 科 从 某 个 全 aR p LIPE. AT A, 
Prr Ж ра Ж Фах 的 估计 值 ,它们 必然 有 误差 ,所 蓉 , 即使 是 MA 
(0, 9) 序列 , 当 Á >> q А, ó 也 不 会 全 为 零 ， 而 内 是 在 零 上 下 起 
(K. 根据 上 一 节 所 述 的 2, WAHEED, 若 真 值 aT k> 4 以 后 


RE оь 一 0, 而 6 的 分 布 源 近 为 .4(0, (1-+-2 > а)). 
依 渐 近 正 态 分 布 律 可知 
P( | < (1 + 2 > 2) )= 68.3% 


2 ee 
(+51) 95.5 % 
对 每 个 q> 0 都 可 以 检验 Patis Patis 9》 再生 条 (M 在 经 验 上 一 
般 取 VN 或 N 左右 ) 中 满足 Is + 2 >; 8)! 或 


r=: 


P| | ôx! =< 


1а. < 0 + 2 уа) 的 比例 是 否 达 到 68.3 % I 95.5%, 


若 9 一 1 2 9 一 上 都 没有 达到 ,而 9 一 9 达到 了 ， 我 们 
就 说 大 在 9? AERE AMERRE z, 为 MA 序列 , 并且 
4 就 称 为 了 的 初步 识别 值 .。 为 了 简化 符号 ,一 般 不 用 了 ТИЛИ q 
来 表示 。 由 于 Px( > а) HTAR А KAREAR, 仅 当 不 同 
的 羡 之 差 超过 了 后 才 不 相关 《网 附 录 $ 2)， 所 以 这 种 检验 只 能 做 
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为 一 种 近似 手段 . 对 于 pa 也 有 与 上 类 似 的 办 法 。 当然 , 这 样 的 
判断 方法 有 时 会 把 MA 序列 判断 成 其 它 类 型 ， 有 时 也 会 把 AR 序 
列 判 断 成 其 它 类 型 ,而且 即使 类 型 判断 无 误 , 其 阶 数 也 可 能 有 误 . 
这 属于 判断 精度 问题 ,将 在 本 章 $ 4 中 专门 讨论 . 

з. 求 和 阶 数 Zz 的 识别 :车 о 和 pa 依 要 领 2 的 分 析 不 但 都 
TRE, ME 《至 少 有 一 个 ) 下 降 趋 势 很 慢 ,， 则 可 认为 它们 不 是 拖 
尾 的 , 即 不 能 被 负 指数 列 控 制 ， 这 时 ,可 重新 计算 并 按 要 领 1 和 2 
分 析 Vel k= 2, 3,575, М) 的 洋 本 自 相 关 与 样本 偏 相关 函数 . 
若 这 两 个 函数 仍 都 不 截 尾 ,而 且 ( 至 少 有 一 个 }) 下 降 很 慢 , 则 可 再 考 
虑 对 V2 (k 3,4, 55, АМ) 进行 分 析 , 直 到 菜 一 入 Vz (k = 
4 十 1,.…'，N) 的 奉 本 自 相关 或 样本 偏 相关 函数 为 截 妊 或 都 为 拖 
尾 为 止 ， 这 时 了 即 初步 判断 为 的 求 和 阶 数 ， 当 然 ，z SATF 
能 有 出 人 。 在 某 些 实际 应 用 中 , 若 能 根据 数据 的 来 源 直 接 提 供 z 
的 值 , 则 不 必 对 它 进行 估计 ， | 

4. 混合 模型 的 定 阶 ， 若 经 要 领 1, 2, 3 已 判断 wi; уе, Pš 
于 ARMA 型 , 由 要 领 1 知道 ; 这 时 还 不 能 定 出 和 4 的 信 , НЕ 
知道 它们 都 不 为 零 。 对 于 这 种 洽 合 模型， 识别 p,q 的 办 法 可 以 
从 低 阶 到 高 阶 逐 个 取 (p, a) 20 (1,1), (1,2) (2, 1) …… 等 值 党 
试 ， 所 请 尝试 , 就 是 先 认定 (р, 4) 203648 Сш (1,1)), 然后 进行 
下 一 步 的 参数 估计 ,并 定 出 估计 模型 来 , 青 经 过 第 五 章 的 方法 检验 
这 个 估计 模型 是 否 被 接受 ,也 就 是 与 原 序 列 符合 得 好 不 好 ;着 不 被 
接受 ,就 调整 (p,q) 的 尝试 值 ,再 重新 做 套数 估计 和 检验 , 直到 被 
接受 为 止 。 初 看 起 来 这 个 方法 过 于 烦 玉 , 其 实 , 即使 是 判断 为 AR 
或 MA 序列 时 ,也 要 通过 检验 手续 后 才能 放心 使 用 ， 另 外 ,对 于 混 
合 模型 而 言 ， 实 际 应 用 中 的 阶 数 Ср, 4) 一般 都 比较 IK. 除 此 以 
外 ,也 有 大 主张 尽量 用 AR 模型 来 到 近 真 实 序 列 , 而 少 采 用 MA 或 
ARMA 模型 。 还 有 一 些 其 它 定 阶 方法 将 在 以 后 的 章 书 中 提 到 . 

5. 去 掉 z, ШИШ: 车 我 们 分 析 的 时 间 序 列 xs， 包含 非 随机 
的 均值 项 f., BREIM =, 的 样本 自 协 方差 函数 、 售 相关 函数 以 
及 对 它 进 行 模型 识别 和 参数 估计 时 ,一 定 先 要 设法 将 均值 项 去 掉 . 
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бж 
床 列 名 称 


(2.1.16ау |—0.34 


(2.1.16Ьу {—0.59 


(2.1.16 с) 0.56 


С2.1.164) | 0.80 


(2.1.16 еу —0,25 
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(2.1.16 F) 差分 | 0.54 


Trk a 
Pii 
ЕЎ 
(2.1.16а) | 一 0.34 
(2.1.166) | 0.59 
(2.1.16 су 0.56 
{2.1.16 d} 0.80 
{2.1.16 ey — 0.23 
(2.1.16 0.99 


(2.1.166 жа] 0.54 


+ fÜ = 


—0.39 


—0.02 


— 0.16 


—– 0.19 


— 0.17 


0.05 


0.17 0.11 0.08 


—0.06 


0.04 


序列 的 样本 自 相关 通 数 


1.23 | 0.001 
2.25 | 一 0.002 
1.57 0.001 

0,136 


一 一 | 


# Él o 


如 果 能 用 物理 方 汰 记录 #《 如 绪论 中 的 例 1 :采用 经 纬 仪 照相 法 获 
得 轨道 真实 什 )， 则 可 直接 从 z, PRA p:， 否 则 ,常用 的 办 法 是 从 


z， 中 减 去 它 的 样本 均值 A= е Уо, 即 用 w= z — ñ {ЧЁ 
k=1 


z, 进行 时 间 序 列 分 析 ， 关 于 估计 量 挟 的 一 些 统计 性 质 ， 将 在 本 章 
$4 中 做 较 详 细 的 讨论 . | 

现在 :我们 根据 上 述 要 领 , 对 第 一 章 所 举 的 六 个 伪 随 机 数列 进 
行 模型 的 初步 识别 , 漠 此 可 以 熟悉 初步 识别 的 方法 ， 在 第 一 章 $2 
中 我 们 分 别 给 出 了 它们 的 一 段 样本 举 标 曲线 ， 以 及 它们 的 样本 自 
协 方差 滑 数 曲线 ， 在 第 二 章 $ 1 中 ,在 有 了 随机 模型 的 概念 之 
后 ， 我 们 便 殉 举 了 构造 这 六 个 伪 随 机 数列 的 模型 (2.1.16a) ~ 
(2.1160). 在 第 二 章 $2 里 ， 又 进一步 算出 了 它们 的 理论 自 相 关 
函数 .现在 的 问题 是 ;假设 我 们 并 不 知道 构造 这 些 数列 的 模型 ,如 
何 根 据 它们 的 一 眉 样 本 数据 no 22 ау СМ = 300)， 对 它们 的 
模型 进行 判断 ,也 就 是 进行 模型 识别 ， 为 节省 篇 幅 , 我 们 东 一 一 列 
出 这 六 组 伪 随 机 数 序 列 ， 而 只 列 出 它们 的 样本 自 相 关 和 样本 偏 相 
KAR A ЯП pa 的 若干 数 信 ( 见 表 3.2.1 和 表 3.2.2), 并 把 它们 依 
次 给 在 本 市 图 3.2.1 和 图 3.2.2 rh. 为 了 进行 对 比 ， 我 们 还 把 它们 
各 自 的 理论 自 相 关 和 理论 篇 相 关 函 数 pk 和 фал 在 相应 的 图 中 用 
烹 线 给 出 . 

下 面 ,我 们 对 这 些 实例 逐个 进行 分 析 、 

图 3.2.1(a) 的 Bis H k> ERAEN S, BN 3.2.2(а) 的 Pr 
则 显现 出 拖 尾 的 趋势 ,因此 大 致 可 定 出 4 一 1, p 0. ЖАЯН 


考察 时 ， 按 要 领 2 所 叙述 的 方法 ， 先 计算 出 varl) ~ Lee, 


然后 检查 n ó сс» pu (我 们 取 м — К) 中 满足 |a, < 


(=a) 的 比例 是 否 达到 68.3%, 其 结果 是 varl A) == 0.065, 


击 上 述 比 例 是 2 一 69.2%, КИҢ gq 一 1 这 一 判断 可 以 接受 于 
是 初步 识别 z, MACO, 1) 序列 ,这 与 真实 模型 相符 ， 


a ВХ = 


图 3.2.1 (b) 的 A A RRES M ja 有 拖 尾 趋势 , 初 着 起 来 ， 
也 可 以 定 z, 00 МАСО, 1) 型 . 但 是 根据 第 二 章 $2 例 ?2, MA(0,1) 


的 允许 域 为 [о 12 而 此 处 ó, = 一 0.59 不 在 允许 域内 ,因此 应 


МБ MA(0, 2) 模型 。 注意 0, = 0.10, ЮУ 952 з, 
МАО, 2) АГЕ ЕШШ Е: 
+ д = — 0.49 > 一 上 上 
2 
6, — B = 0.69 > —— < — 


Py 


————— ЕРИН) 3:0. 
FAHRER 


(2.1.15 a} 


(2.1.16 b) 


| (2.1.16 c) 
В 3.2.1 (2.1.16) WF PRAHAA ЗВ ААН АЗК 


+ 3 = 


і 6—6 u T]U. 


(2.1.16 d) 


Ps 


(2.1.16 e) 


(2.1.16 é) (2.1.16 f) #7) 


PH 3.2.1 (ëE) 
. 84 = 


(2.1.16 a) 


a : 


О C4.16 by | 


(2.0.16 е). 


(2.1.164) C 
图 3.2.2 (2.1.16) 诺 序 列 的 以 相关 与 样本 偏 相关 还 数 。。 gp。 


(2.1.16 e) 


2-22. Parl Te) 
TITLEF, 
一 "一 一 Ghale) 


(2.1.16 £) 
图 3.2.2 (89 


这 说 明 Cao AD 在 此 域内 。 为 了 仔 绝 审 查 , 仍 可 按 要 领 2 进行 检 
驻 , 此 处 从 略 。 当然 ,也 可 以 继续 检查 用 MA(0, 3) 模型 是 否 可 
行 , 这 就 是 下 一 节 将 要 讨论 的 识别 的 多 样 性 问题 。 一 般 在 应 用 时 
都 遵循 以 下 两 点 : 其 一 ,尽量 采用 低 阶 模型 ; 其 二 , 尽量 使 模型 系 
数 的 估计 不 要 接近 平稳 可 逆 域 的 边界 ， 由 上 面 的 讨论 , 我 们 将 此 
数值 序列 z, 定 为 MAO, 2) 序列 ,这 也 是 与 真实 情况 特 合 的 ， 

图 3.2.1 (c) 的 д, 明显 地 拖 尾 , 而 tu ETAR 因此 可 暂 定 
p 一 1› 9 一 0. 为 要 仔细 考察 ,利用 (3.1.13) 式 和 фы КНЕ 
性 ,发 现 фа, физ o Фа 中 满足 lnl] < -一 的 比例 为 

/ 300 

和 80 9, 革 可 以 接受 上 述 判断 ， 于 是 初步 识别 为 . AR(1, 0》 序 
列 ,与 真实 情况 相符 . 


+ 25 а 


图 3.2.1 (d) 的 дь НАНЕ, m фа LETRE, wE E 
p= 1, q= 0, чалы EMA 70% HI bre 


йш!Фы! < -一 = = ЕГ ЗЕ. 但 是 注意 到 фы = 一 0.15， 


Л 
ALLA E AS 0 ма, 0), И Pan Е 02, R Pa 与 零 之 差 
超过 了 Еф 一 一 一 一 的 两 倍 多 ， 所 以 在 很 大 程度 上 可 能 Yn >= 


VET 
0, 也 就 是 说 , 值得 考虑 ARC, 0) 模型 ， 着 改 用 这 一 模型 再 检查 

1 同样 可 以 接受 ， 通 过 过 
300 


AAT. 我们 可 以 得 到 两 点 局 发 : 其 一 , 初步 识别 常常 出 现 多 样 
ВЕ, 其 二 , 在 识别 取 为 AR(y — 1, 0) 和 ARQ, 0) 都 可 接受 时 ， 


[Ф| 


特别 要 注意 比较 |@, | 与 一 一 ， 如果 lel 全 二-， 可 认为 
VN | V N | 
Prr = 0, Мт z, 为 AR(p 一 1,0) ЖЯ; 如 果 аяг 
3}, 一 0， 即 判断 为 ARCp, 0) 
JN P 


FIDE Pre 接近 Z 则 两 种 判断 都 可 以 采用 ， 当然 最 后 还 可 


以 通过 第 五 章 的 方法 监 定 瑶 一 种 更 为 合适 . 对 于 MA 模型 的 识 
于 ,类 伺 的 考虑 也 适用 ,不 过 在 处 理 图 3.2.1 (b) 时 我 们 已 经 看 到 ， 
此 了 时 允许 域 也 常常 能 帮助 我 们 判断 哪 种 模型 更 合理 

3.2.1 (e) AG 2. ЖП 3.2.2 (е) В фа АНАЕВ ЕЈ, 
根据 要 领 + 所 述 , 这 时 不 象 截 尾 那样 容易 确定 阶 数 ， 从 原则 上 说 ， 
只 有 有 从 低 阶 向 高 阶 逐 个 试验 才能 作出 判断 、 当 然 ， 利用 Ph 和 ba, 
НУЛЕ, ВААУ р» go ра 和 gt 的 不 同和 性质, 也 可 以 摸索 
出 一 些 粮 略 估计 p. q 的 上 四 法 ,不 过 一 般 说 来 ， УАБС ИКТЕ 
效果 又 不 显著 .比如 ,在 本 例 中 , ВР AA == 0.56, Ap, == 0.46 
可 以 认为 在 无 1 后 priog 近似 为 0.4~0.5 之 间 的 常数 ， 也 就 
是 猜想 pi 二 apik 22 1), WE (2.2.17) K, RERE p 一 1, 
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和 124 - ре д — 1, К = 1, ХАНЗЕ A й» бу 之 间 
的 近似 等 比 关系 呢 ? 因为 , 若 真实 的 ox 一 афі Пф: ТЕ 0.4 5 0.5 
之 癌 的 话 , 则 o, =< а(0.5)+, 于 是 从 k= 4 起 有 pa 三 0.063m, 但 
(Ер)? == 0,07 《根据 (3.1.8) 式 计 算 )， 再 注意 ， 可 以 囊 ба: Ва: = 


+ | 、 ‚ Г 
бк api г. А А 22 4 hh, rX EE Н prp 一 312, 
бк Taqi Ф 


一 Ф, 几乎 完全 被 ó, нат. 这 也 正 是 十 述 方法 的 能 
点 所 在 . 

图 3.2.2 (0 的 фа АЖИ ЕБ, 但 是 о, 不 仅 不 载 尾 ， TE 
了 世 看 不 出 有 趋 于 等 的 迹象 ， 所 以 我 们 只 能 认为 它 婚 不 截 刻 也 不 拖 
R. WERSI, Æ p pu н. ПЕН КЕНЕЕН Л 
KEDR. 就 应 依次 考查 Vap Va 等 差分 序列 的 自 相 关 与 偏 
相关 函数 ， 首先 , 我 们 对 Ver 进行 分 析 , 并 将 Ve 的 自 相关 与 仿 
相关 函数 绘 在 图 3.2.2 中 。 分 析 结 果 与 图 3.2.1 (с) 相似 ， 改 判断 
Vz, 为 AR(1, 0) ЖЖ, ХШ ЕШ 4—1,р=— 1,4—0, В 
初步 识别 后 后 定 z, 为 ARIMA (1, 1, 0) 序列， 


§ 3。 参数 的 相关 上 矩 估 计 方 法 


利用 前 一 节 的 方法 ,对 于 一 串 样 本 数据 列 wy ga tetta ли, 经 
过 分 析 后 ,可 以 初步 识别 原 随 机 序列 z, 的 类 型 , 即 确定 ARIMA PF 
列 的 阶 数 py, 4, g， 在 这 一 节 里 ， 我 们 将 介绍 邵 何 利 用 样本 自 协 
方差 函数 或 样本 自 相 关闭 数 ， 对 z, 的 模型 参数 进行 粗略 估计 ， 记 
谓 “ 粗 ”估计 是 相对 下 一 节 的 “ 精 ” 佑 计 而 言 的 。 这 种 估计 的 思想 
寸 分 简单 ， 它 类 似 于 数理 统计 中 采用 的 夭 佑 计 广 法.” 假定 z, 是 
ARIMA(p. d, 4) РЕ, ВП w, ча Viz, 是 ARMA 序列 ;根据 第 二 
章 的 内 容 , wv, 的 自 协 方 其 或 自 相 关 阔 数 可 以 通过 <, 的 模型 参数 
фр, Ө Яй 表达 出 来 。 所 有 用 到 的 公式 都 已 在 第 二 章 2 中 给 出 ， 
只 村 将 这 些 公 式 中 的 Z, Bz or ЖЕНЕ S 1 HRY Ра вй Ars ЛАНА Н НЧ 
Ф = Cs ф.,°-°, Ф)", ё == (д,, 6,, ++ ) 和 65, ТӨЛҮ БЇ ҖЕ Ф, 
QF ea 的 相关 宅 人 估计， 或 简称 为 此 估计， 由 于 ?,; 6, У px 的 


A Tn- 


也 可 指望 接近 它 AARRE 这 种 方法 简单 易 慌 ， 不 过 在 某 上 
情 部 下 精度 较 差 。 但 是 当 v, 为 AR, 0) 序列 时 ,这 种 佑 计 与 
下 一 章 中 的 精 估 计 相 差 无 凡 ， 此 外 ， 在 实际 使 用 时 ,还 须 注 总 Ar 
是 否 在 介 许 域内 ,只 有 在 允许 城内 时 ,所 得 到 的 参数 时 估计 才 在 相 
HRE ЖАБ БИ А ЭЛ рч, 

下 面 分 别 就 三 种 不 同 模 型 叙述 参数 的 矩 信 计 法 ， 其 中 包括 了 
基体 公式 ,求解 方法 和 举例 说 明 ， 


一 、AR 模型 参数 的 矩 估 计 
在 (2.2.11) тыз, А бк + р 并 解 出 Êi Pas е» Pr» RHS 


Ф; 1 BB 
фз = Ё l *"* fec Йә (3.3.1) 
> бъ Pp '7* 1 бр 


文献 中 常 称 这 样 解 出 的 Ф, Ф, 5-55 Фр 29 Pis Pos "> фр 的 
Yule-Walker tit. 再 将 这 些 Pis Pas "7. Êr 代替 (2.2.13) 式 中 
的 Pis Pis tts Pps 便 得 到 

= fy 一 > $ P / = Yé 一 У фф? j (3.3.2) 


РР 1 


(3.3.1) Ж] (3.3.2) ARE AR 模型 参数 年 估计 的 全 部 公式 ,它们 不 
仅 简单 易 行 , 而 且 与 下 一 章 的 AR 模型 的 参数 精 估计 的 精度 相差 
RD. 下面 以 AR(1,0) 和 АК(2, 0) 为 例 , 说 明 这 些 公式 的 具 
体 应 用 销 况 ， 

AR(1, 0) RESZRE 


Ф, 一 ñ, = z ба = Fo Y (bi = Fall 一 ё.) (3.3.3) 
ü 
AR(2, 0) ВОНАЯ А20 
л — = => — z 
Ф. 641—0) = атй 


+ 
1 — A 1 — ñi (3.3.4) 
22 === Fall 一 ф,ё; т фаб.) 


g? 


利用 以 上 二 式 ， 我 们 就 上 一 节 的 数值 实例 (Cc) Яп Ca) 对 模型 
(2.1.16 c) 和 (2.1.16 d) 的 参数 求 失 佑 计 ， 结 果 如 下 《大 的 具体 数 
НИЖ $2 家 3.2.1); 

2.1.16 с) 模型 参数 的 证 估 计 为 : 外 = 0.56, 这 一 1.06, 与 它 
THAE p = 0.5 03 = 1 相册 ,误差 分 别 为 ë, = 0.06, fi = 
0.06， 根 据 附 录 $54 和 $535 可知 


` 3 1 
Еф1 = 2 (1 — oD = 


300 ха => 400 


НЕЧА, ф = 0.06 与 VEGI ~ 2 0.05 相近 ; 02 = 0.06 5 


— 


VEF ~ Му = 0.08 也 比较 相近 . 


(2.1.164) 模型 参数 的 矩 估 计 为 : = 0391, ф, = 一 0.14 
82 = 0.96 与 它们 的 真 值 Фф, = F, p, 一 一 0.24; š = 1 Н.Ж 
分 别 为 Q, 一 一 0.09， 闻 ;一 1410, 赤 一 一 1004， 仍 然 根据 附录 $ 4 
的 结果 可 知 


Еф} = Еф = —(1 — pi) = 0,31 


i 
N 
232 ды 205 = _1_ 

ECE) N 150 
HH =Й, y Ep = y Epi sz 0.06, JEY = 0.08, 虽然 


=. MA 模型 参数 的 矩 估计 
Æ (2.23) 起 中 ,以 了 4 代替 y, 恒 得 到 方程 组 
E ОООО k=0 
£ 1ш (К Â, + Âr + e + 0, ,0,), 1<Ёй<4 
由 此 式 解 出 的 41, 6., 6,, oa д, EE MA 模型 参数 的 矩 估 计 . 
《3.3.5) 式 是 一 个 q+ | 元 二 次 方程 组 ,下 面 给 出 它 的 三 种 解 巷 : 


+ 00 + 


(3.3.5) 


1. 喜 搓 解法 ， 当 g= 1 时 ,(3.3.57 式 为 
fh 一 61 + 020) 


LP, === — é, 
由 后 一 式 解 得 б, = 一 =, 代 人 前 一 式 得 到 


@!— pal + ?1= 0 
出 此 解 出 02, FHRA 6, 便 知 
а Ф, EVI iA, á TA 
И 2 l+ W1 — 40 
至 于 在 这 和 负 的 两 种 可 能 什 中 应 取 哪 一 个 ,由 可 逆 性 条 件 帮 助 判 
断 。 由 第 二 章 51 例 5MAC0, 1) 的 可 道 域 推 知 , 应 当 取 满足 条 件 
10.1 <1 作为 Ө, 的 估计 . 


注意 由 
24, . ZÂ = 1 
ІА 1-1 46 
可 得 
| 
[r= — 4⁄1 | 
因此 应 取 a; 和 0, 的 矩 估 计 为 
ae p ЕУІ АЙ bo 2 (34,6) 
2 1 + 1 — 40 


Фр = BA + ĝi + 89) 
?, 一 SC 一 让 + 6.6,) 


7; == — 5:0, 
由 此 方程 的 后 两 式 解 出 
— T; = —- Yı 


н 9] + 


六 一 ё] + + = l 
. 62 (02+ ?,)° 
这 是 ó; 的 四 次 方程 ， 它 有 四 个 要 ;因此 б,, б, 也 有 四 种 可 能 的 解 ， 
根据 可 逆 性 条 件 , 从 中 可 以 选 出 唯一 的 合理 解 来 . 事实 上 ,由 第 二 
章 $1 全 5 给 出 的 MA(0,2) 的 可 闭 域 ， 经 过 初等 但 烦琐 的 讨论 ， 
可 以 解 出 0,, 0o ос 的 答 佑 计 分 别 为 


-了 一 二 一 全 1 
' 2 ж, 2а (2+2) TA 


1 1 1 А w 
(ауа) 0) 
ФЕДЕ +"fk A> 0 或 <0 而 分 别 到 十 或 一 ， 

б, 一 Bh _ 5 ба 一 — + Ë 
A 1 ЕЕ ӧ,) ó, 

按 上 面 的 方法 从 Ө. 3] Ө, 逐步 消 元 解 (3.3.5) 式 ， 最 后 需要 解 
88924 次 方程 ， 而 在 4 空 3 以后， 这 类 方程 一 般 只 能 用 数值 解 
Ж. MARAH 4 比较 小 时 ,或 者 高 次 方程 易 解 时 ， 才 用 直接 解 

Е. Ша 较 大 时 ,可 以 用 下 面 的 选 代 计 算 方 法 ， 

2. Ж ЕКПЕ: 上 先 将 (3.3.5) 式 改 写成 

@1 = + (1 + @ 0н 


(3.3.7) 


A 


= (5E — bbin iasa k= 12a 
给 出 6,, Âi ---,6, 和 а 的 一 组 初 什 (例如 Ó — 0, m +). 
RA (3.3.7) 式 右边 ， 直 此 得 到 等 式 左边 的 值 BC1) 和 êC) = 
(óG), ÂO) ÂO #5 02 Ө ra. BEE 
们 代 人 (3.3.7) 式 右边 又 得 到 402) 和 成 2)， 以 此 方式 重复 过 
RTE, ВЕЛ ahm) 和 Êm) 5 lm- 1) 和 б(т-——1) 
的 示人 丰 大 时 《比如 这 两 步 挝 代 值 之 差 的 各 分 量 绝 对 值 都 比 预定 
WEER ERLE, O 和 00) 便 可 做 为 (3.3.7) 式 
CBD (3.3.5) R) 的 近似 解 . 

3. Newton-Raphson 算法 将 (3.3.5) 式 改 写成 


fo 41+ (C—O PT + (0,0,7 
Pa = &,(—68,8,) + CC—6 —б„у-+----+(—8,_4„)( —6,6,) 
Т e (3.3.8) 
Fa 一 ó,(—6,6.) 
HATEG 2, = 0,0. (1 < £ < 2) M é, = б, TE (3.3.8) 
式 又 可 写 为 | 
+ ó: + 4 82 — ў = 0 
ё. 十 063 + 555 + баада — f = 0 (3.3.9) 
Soa — p = 0 
将 上 方程 组 左边 各 式 分 别 记 做 l w Абд, д, зз, 62) (к 0, 
1, 2, `", 9): 并 记 | 


б h ap ... Әһ 
А F 2 д5 ĉĉ; 
а= | © |, #=| ~ |, Е = ar | ......... 
да" 2 
; 9з... ӘМ 
Ta 4 дё, 86 
易 见 
б б; fa д Fi б. 
Е = д, Ta ĝa + тй gl 
бф» бо 


按照 Newton-Raphson 迭代 原则 ,如 果 第 i ЗАЕВА ôG), 那么 
第 7 十 1 步 的 H(i 十 1) 须 满足 
FG) + FG)[óG + 1) — 6G)] = 0 
Hi | 

д(# + 1) = ôG) — F-G)FG) (3.3.10) 
只 要 给 出 初 值 ó(0), 便 可 依 (3.3.10) 式 进行 选 代 计 算 ; 并 且 按 照 
前 述 同 样 办 靶 决 定 何 时 停 上 六 代 ， 区 最 后 的 Ст) @ 5 (3.3.9) 
式 的 近似 解 . 于 是 【3.3.5) 式 的 近似 解 取 为 6 = (т), 

ó, = Pn (1<4<4) 

利用 所 介绍 的 各 种 算法 ,对 模型 (2.1.16 а) fu (2.1.16) 的 参 
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数 求 短 佑 计 (本 章 52 图 3.11(a)、 图 3.11(b) У 321 (a) E 
3.2.1 (b) 列 出 了 z, 的 样本 自 相关 函数 值 ), 其 结果 如 下 ; 

《2.1.16a) 的 模型 参数 矩 估 计 为 Өз 
ó, =  —26 д 0.39, = Р + 1-+ w 1 — 1⁄4 — 1.06 

1 + 1 — 422 2 

它们 与 各 自 的 真 值 9 = 0.5, 2 一 1 WRF б, = 一 0.11， 
6: == 0.06. 

(2.1.16 b) HERS Niit Âo 6, 和 ó;, 506 2 进行 计 
ж, 其 初始 值 可 取 为 ÊO) = (1,0), 800) 一 2e, 这 是 因为 根 
据 本 章 $ 2 对 图 3.2.1 (b) 的 分 析 , 它 近似 于 MACO, 1) 模型 , 只 是 
由 于 A 不 在 允许 域内 , 才 改定 为 MACO, 2) 模型 ,所 以 我 们 不 妨 就 


№ MACO, 1) 模型 可 党 域 的 边界 上 开始 选 代 . 头 几 步 选 代 的 基体 
结果 如 下 : 


Co) = (1, 0)", (с) = 1.1 
ÊG) = (1л, —0.24), 801) = 0.96 
@(зу= (1.1, —0.23¥, 502) = 0.98 
可 见 只 适 代 两 步 , 诸 参数 的 变动 就 不 太 大 了 :; ERRER TRET 
SiG. TEJRE EUS 0, 一 1.1, Ө" — 0.23, ĝi 一 
0.98， 它 们 与 各 目的 真实 值 0, = 1, 0, = —024, 02 = 1 的 误差 
分 别 是 0, — 0.1, 8,= 0.01, 82 = —0,02, 


=. АКМА 机 型 参数 的 矩 估计 


为 了 给 出 ARMAC, q) 模型 参数 的 矩 估 计 ， 我 们 分 三 步 进 
fr. 

І. 着 先 给 出 自 男 归 参数 商量 p 的 矩 估计 :在 《2.2.18) 式 中 ， 
以 Ök 代替 Pk 可 以 解 出 $ == (Ф, $; `... Ëp)» BB 


à a A =] A 

Ф. Üg Êg "** ба—р+1 Ë q+ 

Pa == Pata ГА `. . ба—р+2 Вала (3 3.1 1) 
Pp Bore” ба+о—2` =” fa at? 
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2. 令 
р, Oo (3.3.12) 


EHA AROJ 
Taw) = Е(ш иль) = > Ф. фууу 
BUF C2.2.19) 式 , 其 中 记 和 一 —1. 再 以 


(20) = > $, $; Ft (3.3.13) 
作为 rw) АНН ВВЕ ? (C) 当做 oe, 的 样本 自 协 方差 函数 . 
3. 将 w, 近似 看 作 MACO, 4) 序列, 即 
ш, 25 a, — бшп, — ++ Oa 
并 用 前 面 介 绍 过 的 方法 求 Ө,, Ө, ced, 和 о Et. 首先 列 
出 方程 
{К = {1 + É + --- + 62) 
Pw) EA) k= 1,2,---, д 
- (3.3.44) 
然后 用 直接 解法 或 近代 法 求 这 个 方程 组 的 解 ,其 解 就 是 ARMA Ë 
型 的 滑动 平均 参数 9 和 吧 的 窃 估 计 。 由 此 可 以 想见 ,对 ARMA Ж 
型 而 理 ,这 种 参数 估计 方法 的 精度 更 差 ， 

在 精度 要 求 不 太 高 时 ， 还 可 以 用 图 表 法 大 致 定 出 低 阶 模型 的 
ННІ. 参考 文 献 [14] HAA ARC, 0》 模 型 Cop) 与 
(Pis Ф.) 的 对 应 关系 曲线 ， MA(0, 2) 模型 {руз pa) 与 CE 8.) 
的 对 应 关系 曲线 ， 2 К АКМА (1, 1) 模型 (pis Pa 与 сё,, Ф.) 
的 对 应 关系 曲线 . 

利用 这 里 所 介绍 的 方 靶 ， 我 们 对 本 章 $ 2 中 所 讨论 的 数值 例 
+ (е) Ж (2.1.16 e) 模型 参数 的 矩 合计 。 ИЕН (3.3.11) 得 到 


Fw) 一 《1 + D? 一 26, $, 
= [1 + (0.56)*211.19 — 2 X 0.56 X 1.19 
x (—0.23) = 1.87 
7? (=) = (1 + PP — ФС? + Pa) 
= (1 + if — Pl + Ao 
= Falt + ФӘ, — Pi 一 iê] 
= 1.19{ [1 + (0.56}¥](—0.23) — 0.56 + 0.56 ` 
x 0.23} 一 一 0.94 
最 后 再 和 用 (3.3.6) REE 
= —20,00) 2 X 0.5 _ 
1 + ^1 —40Кю) 1-+ /1Ə— 40.5) 
1 + М1 4000) 094 
这 些 估 计 值 与 其 真 值 Фф = 0.3, 0,—= 0.6,05 = 1 相 比 ,其 误差 分 
别 为 @, 一 0.26, б, = 0.4, 22 = 一 0.06， 它 们 比较 大 ， 而 且 记 在 
可 闭 域 的 边界 上 .这 正 反 由 了 年 佑 计 是 比较 粗糙 的 . | 
一 般 说 来 ,MA ЯП АКМА ЖОЛИ ЖАТЫЕ R, 因此 , Е 
们 的 参数 ,最 好 采用 第 四 章 的 精 估 计 方 法 进行 估计 ， 最 后 ,还 有 本 
章 $ 2 中 第 六 个 数值 例子 (f) , 它 已 被 初步 识别 汐 ARIMAC1, 1,0) 
模型 ,其 参数 估计 如 下 ， 根据 Va 的 样本 自 丰 关 另 数 【 见 本 章 s 2 
表 3.2.1(f))》 和 (3.3.3) 式 可 得 
ф, = A (Vz) = 0.54 
62 == Fal Yr) — (Уа), Ук) = 0.94 
与 它们 的 真实 值 p = 0.5, 07 = 1 相 比 ,其 误差 分 别 汶 钊 , = 0.04, 
ë, = —0.06, 
到 此 为 止 , 我 们 已 经 根据 舍 一 章 $2 所 给 出 的 六 组 数据 列 ( 见 
第 一 章 $2 图 12.1)， 建 立 了 它们 各 自 的 模型 , 并 且 与 构造 它们 的 
真实 模型 (2.1.16) 诸 式 进 行 了 比较 。 为 了 从 这 些 数 和 值 鱼子 中 得 到 
更 多 的 和 启示， 我 们 把 这 六 个 例子 的 异型 与 参数 估计 情况 列 成 下 
Ж: | 


. 96 + 


52 == Р.С) 
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表 中 所 以 能 够 给 出 有. 划 和 雹 的 具体 值 ， 是 因为 它们 的 真实 异型 
和 参数 是 知道 的 ， 对 于 实际 随机 现象 中 时 间 序 列 的 样本 序列 , 其 
真实 模型 和 参数 一 般 无 凌 知 道 ， 因 此 ， 利 用 它们 建立 起 模型 和 参 
数 合计 以 后 ,无 法 与 真实 值 进行 比较 ,为 了 了 解 这 种 估计 的 精度 ， 
只 有 通过 它们 的 浙 近 性 质 来 了 解 ( 见 本 章 $1 和 附录 $5 的 内 容 )， 
在 那些 渐 近 公式 中 (如 (3.1.77 和 (3.1.8) RE) 又 包含 了 真实 参 
数 , 囊 终 须 将 所 得 估计 值 代替 这 些 真 实 参数 ,才能 对 估计 的 渐 近 分 
布 或 方差 有 所 了 解 。 尽管 如 此 , 这 毕竟 是 了 解 估计 方法 的 可 靠 程 
度 的 基本 手 股 在 统计 学 中 , 另 一 种 考查 估计 方法 优 劣 的 办 法 ,就 
是 采用 大 量 的 模拟 计算 ， 直 接 了 解 估 计量 与 其 真 值 的 误差 情况 
我 们 所 引用 的 这 六 个 数值 例子 ， 就 是 按照 这 后 一 种 办 法 进行 的 . 
HT3E SER, 我 们 只 用 了 六 个 典型 模型 的 例子 做 为 说 明 -。 如 
果 进 行 大 量 的 同类 模拟 计算 的 参数 估计 ， 就 会 发 现 AR 模型 参数 
的 矩 估计 一 般 精 度 较 高 , 其它 两 种 模型 一 般 精 度 较 差 ， 

当 样本 长 度 N 相同 时 ， 在 通常 情况 下 ( 即 ф 和 6 不 在 平稳 可 
逆 域 的 边界 附近 ), 模 再 的 总 阶 数 p 十 4 越 高 ， 各 参数 的 估计 精度 
BE, 所 以 我 们 在 本 章 $ 2 中 曾 指 出 ， 应 当 尽 量 采 用 低 阶 模型 作 
为 初步 识别 . 这 些 规 律 有 的 将 在 第 四 章 里 重新 指出 . 除 此 而 外 ,我 
们 还 可 以 用 模 撕 方法 来 验证 附录 $ 5 中 关于 Ф 的 渐 近 方差 公式 ， 
虽然 表 3.3.1 所 列 的 数值 例子 的 数量 不 多 ,但 是 读者 也 能 从 中 大 致 
地 看 到 本 节 的 估计 方法 的 可 信 程度 ， 以 及 上 述 统 计 性 规律 的 某 些 
表现 . | 


$4， 模型 识别 的 多样 性 与 均 信 的 判断 


从 前 面 的 例子 可 以 看 出 ,对 一 个 样本 序列 进行 模 开 识 别 时 ,有 
肝 可 能 给 出 几 种 不 同 的 识别 结果 。 比 如 对 模型 (2.1.16 d) BERILA 
识别 为 АКСІ, 0》 模 型 ,也 可 以 识别 为 ARC, О) 模型 。 当 高 阶 
参数 pp 或 Ө, 的 值 越 接 近 于 零 时 , 越 容易 出 现 多 样 性 的 识别 结果 ; 
当 ,日 接近 平稳 可 逆 域 的 边界 时 , 也 有 这 种 情况 出 现 。 下面 兴 一 
例 说 明 产 生 这 种 多 样 性 的 原因 ， 
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我 们 考虑 以 下 的 АКМА(І,1) 模型 


z, 一 Pat == а, Oa (3.4.1) 
其 中 qi 一 1 一 ,8 尘 0。， 由 此 可 以 导出 
Z, 2; == а, — ĝa 一 Ef 


= a, — (8, + E Jasi + Efa: 一 Pita) (3.4.2) 
根据 第 二 章 $ 2 例 5 可知 
1 + бу— 24.0, 2. 1 + 6 — 2@,Ë, о? 
| гер (2 — в) ` 
而 3.4.2) 式 右 边 第 三 项 不 仅 与 前 两 项 相互 独立 ,而且 其 方差 相 对 
前 两 项 是 很 小 的 , 即 

ЕєҖ am 一 Ps) = 2e’[E Cham F + piE zal 
= 2 |29: + р} H+ б — 8, +02 | 


— Е 


因此 , (3.4.2) 式 中 的 第 三 项 几乎 可 以 忽略 ， хн (3.42) 式 与 
ARIMA(0, 1, 1) ЖЧ 

z, 一 3 一 = a, — (0, -+ EB Ya (3.4.3) 
就 很 难 区 分 了 。 此 外 ,根据 样本 自 相关 函数 识别 模型 时 ,样本 自 相 
关 函 数 又 有 一 定 的 误差 ,因此 , 在 寞 型 本 盘 就 很 相近 时 ,识别 时 也 
就 更 容易 出 现 多 祥 性 现象 . 

在 出 现 多 种 可 能 的 识别 结果 时 ; 一般 说 来 , 识别 结果 中 的 
ARIMA (р, 4, 9) 模型 阶 数 (p 十 d) 常常 是 相同 的 。 上 面 所 举 的 
例子 ,从 理论 模型 上 恰好 说 明了 这 一 点 ,因为 (3.4.1) ЖО ARMA 
(1, 0, 1) 模型 ,而 它 与 (3.4.3) 式 十 分 相近 , 即 与 ARIMA(C0, 1, 1) 
模型 很 相近 ,其 中 两 个 模型 相应 的 Ср 十 4) 都 等 于 1. 

虽然 在 识别 中 会 出 现 多 样 性 ， 但 是 这 些 模型 与 真实 模型 还 是 
十 分 相近 的 , 因为 它们 的 自 协 方 差 冰 数 非常 接近 我 们 已 经 指出 
Хі, 自 协 方差 函数 相同 时 , 相应 的 硕 机 序列 的 预报 、 控 制 或 横 拟 等 
问题 的 解 也 是 相同 的 ;不 难 想 到 , 自 协 方差 函数 十 分 相近 的 随机 序 
列 , 它们 的 预报 、 控制 或 模拟 等 问题 的 解 也 是 非常 接近 的 ， 因 此 ， 
不 会 因为 这 种 识别 的 “错误 ”( 识 别 常常 是 做 为 近似 描述 的 手段 )， 
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布 严重 影响 时 序 分 析 的 应 用 效果 . 

在 本 章 $ 2 中 介绍 模型 初步 识别 方法 的 要 领 时 , 特别 指出 对 

3 z, 含有 非 零 均值 项 的 情形 ,需要 减 掉 均 值 项 。 对 于 а, 的 均 慎 为 

常数 п 一 Ez, 的 情形 , 在 实际 应 用 中 具有 特殊 重要 性 , 因此 在 这 

里 着 重 著 虑 这 种 情况 的 分 析 处 理 方法 。 当 4 不 为 零 而 又 未 知 其 真 
值 时 ,从 z, 中 去 掉 # 的 方法 常常 是 取 

m = z, — Ê (3.4.4) 

其 中 TONIT IREKI. 如果 a 一 0 时 仍 用 (3.4.4) 

Zk “Ж” BE 就 会 引起 估计 精度 的 下 降 。 可 见 在 对 数据 n 

225 `" вм 进行 时 序 分 析 时 ， 判 断 一 下 Es, 为 零 与 否 是 很 有 必 


要 的 . 
为 了 判断 к= Ez, 是 否 为 零 , 我 们 来 分 析 一 下 到 的 性 质 。 首 


N° Ai кај 1 
] = 
-5 > 2 r= p3 NC {э 
М /SiN -jal 
А N—1 
一 元 之 roa 2 Hr 
N 1=ү-м f=1—N 


注意 对 于 ARMA РЕЯ], Yal = Yok) 总 被 一 负 指数 函 数 记 施 制 . 
所 以 
>l |r| <o, > 


久 此 再 根据 前 式 便 得 到 如 下 的 渐 过 等 式 


* 100 = 


“al = Ela — ays Уут Dp (34.6) 


E *， 为 正太 序列 ， 则 БАЛЕ, TLEHE IB 2 ZË Hi 
(3.4.5) ЯП (3.4.6) 式 给 出 ,因此 根据 正 态 分 布 可 知 


P {lê — al = З[чаг(2)1} = 99.7 % (3.4.7) 
£ e= 0 ERES 
Pilal = 3[уа(д)]%} = 99.7% (3.4.8) 


ШШ ИҢ а 一 0 Б. 落实 际 算出 的 & 不 满足 lal: < 
gwar(a)， 我 们 有 理由 否定 一 0, 而 认为 wx 0。 事实 上 如 果 Р" 
真 的 是 零 ,我 们 的 判断 就 犯 了 以 假 为 真 的 错误 ,而 根据 (3.4.8) 式 ， 
犯 这 种 错误 的 概率 共有 0.3%, 

下 面 我 们 根据 (3.4.6) 式 给 出 儿 种 常用 低 阶 模型 的 vart á) 的 
公式 | 

varl ñ) == 7 (1 +e) Ка f1 + Ф.) 

АКБ, а S ке уелер; 
ay Q. Yal + P (1 — 20 -+ p2) 
АКС2, 0) Ж, varl ñ) NC DG — р.) 


ке Y Cl + p, 一 qp.) (1 + фу) 


N(1 Pr ptl 一 фу) 


0, аду а Ye (1 + 2p) = 7з (1 — 622 
MACO, 1) 280, var( 2) y C + 2p1) N 150 


МА(0, 2) ЩЫ val A) == 4 1 + 2р, + 203) 


= (1 — 6, 0). 
N(I + Æ + 65) 
— z 
ARMAC1, 1) 模型 var( 8) = 210601 P + 201) 
N(p. рз) 


= Yal + pitl 一 В, >° 


N(1 一 Ф.) 《1 + 0 — 2‹,б,) 
在 求 以 上 诸 式 时 ,要 用 到 第 二 章 $ 2 中 的 公式 或 相应 的 例子 , 我 们 
不 去 一 一 推导 了 。 当 然 ,在 实际 应 用 时 ,公式 中 的 prs Prs Or ИМ 
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To 一 - 般 只 能 用 它 的 估计 值 代替 ， 最 后 , 仍 以 本 节 用 过 的 伪 随 机 序 
列 的 数值 结果 作为 例子 ， 但 是 仅 考查 (2.1.16a) 和 (2.1.16c) 两 个 
模型 

(2.1.16c) 模型 的 300 个 样本 数据 所 计算 出 的 丘 一 0.09, ПП 


. Ya 1 + 0.5 а? 1.5 
) == — > ———— == а a — 
varla) ~ os booli — OSF] 03 


= f = 0.013 
100 хз 


若 把 02, p 的 真实 值 都 当 作 不 知道 的 有 量 ， 而 以 它们 的 估计 和 值 代 状 
В, И. 
1.91 у 1+ 0.56 
300 1 — 0,5% 
Dl ED ЈЗЕ p IRA ЮЙ М) 0.12 0 0.14, 无 沦 哪 一 个 值 都 比 0.09 
大 ; 故 可 以 认为 一 0. 

(2.1.16 a) 模型 的 300 个 样本 数据 所 计算 出 的 д = 0.001, 而 


ToAl — 02 _ 1 + DeU — 0, 2 
300(1 + 6) 300(1 + 625 


varl a = (0.021 


var( 8) == 


— 2 
一 a—05F 1 0.00083 
300 1200 


і 0, Б oç HEES 8 {КЖЕ , 则 
1.23(1 — 0.38) _ 
300(1 + 0.38) 

以 上 两 式 的 平方 根 分 别 约 为 0.029 和 0.031; 无 论 那 一 个 值 都 比 
0.001 К.Т 0 в = 0, 


varl 1) ғ 0.0011 
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第 四 章 ”参数 的 精 估计 


本 章 继 续 讨 论 参 数 估 计 间 题 .。 在 模型 阶 数 初步 确定 以 后 ， 上 
一 章 介绍 的 估计 模型 参数 ф, Ө ЗП о bs. A EK ih yE RE RS S: 
某 种 最 优化 约束 条 人 忻 , 改 可 称 之 为 粗 估计 本 章 将 要 介绍 的 三 种 
估计 ,都 是 要 求 满足 某 种 最 优化 约束 条 件 时 的 信 计 , 改 可 称 为 精 估 
计 , 它 们 比 粗 估计 的 精度 沪 ， 当 样本 长 度 和 NV 较 大 时 (比如 在 数 百 以 
L), 这 三 种 精 估 计 的 效果 则 无 荡 差 别 , 这 时 使 用 最 小 二 先 估 计较 
好 * 因 为 这 币 方 靶 比 其 它 两 种 方法 易 懂 ,计算 量 又 小 . NEKE 
以 内 时 ,使 用 最 小 平方 和 估计 会 有 进一步 的 收益 ， 当 六 很 小 时 ( 比 
好 在 数 十 以 内 )、 采 用 更 复杂 的 极 大 似 然 估计 还 可 能 提高 一 点 精 
E. 不 过 ,毕竟 由 于 样本 太 小 , 其 估计 误差 还 会 很 大 , 所 以 这 后 一 
种 方法 实际 上 很 少 使 用 .本 章 的 三 种 精 估 计 , AK FEE LTR 
近 , 而 且 它 们 的 数值 解法 也 十 分 相近 。 基 此 ,我 们 把 这 些 估 计 的 具 
体 解 法 都 放 在 本 章 上 3 中 介绍 . 


51. 最 小 二 本 估计 


在 这 一 节 里 ,我 们 讨论 如 何 把 ARMA 序列 的 参数 估计 问题 转 
化 为 第 一 章 $ 5 中 的 最 小 二 乘 问题 .现在 分 AR 序列 、MA 序列 
和 АКМА 序列 两 种 不 同情 况 介绍 . | 


一 、AR 序列 参数 的 最 小 二 乘 估计 
将 AR 91 (2.1.8) 式 改 写 如 下 : 


Wot — Piwp + фигр tt рьш, T ар 
Hpt е ЩИ рад + Фай р + --- + Фри: 十 d p+3 (41.1) 


iy = ирий ы, T фа м-ә + tte + рр ыр + ам 
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如 果 记 y: = Wpro е = аы, —b + 1 =<: << x(n = Ñ — p; E 

邻 y, == (ул, Vp т “> Ys B = p = (Po Pr tes Pe) 以 及 
іХФ,У,) = фуу 十 Payiz 十 +: + Ффру;-р 

那么 ，。(4.1.1) 式 便 化 成 《1.5.4) 式 的 异型 了 。 фал Eit 

Ф. ME FAAI SLgp) 达到 极 小 ,此 处 


5(ф) = 2> [y pp 


= 2. (еъ, 一 Pi pte 77 а pH-a 7 "+ — Prw)? 
为 了 求 上 式 的 裤 小 值 , 用 偏 导 数 方 法 取 
— $(ф) = 0 
于 是 可 得 以 下 方程 组 


— L. — ФГ — +++ — E 
> | (p+ Pif ptr- ФУН p+: —2 . фри, Jw pri == 0 
r=i 


= 1,2, 5+, р 


再 将 上 式 改 写 威 
ae N- ar М-Р 
+ > W prr- ptej 十 $: >, ратай ptej 二 
N £ =1 N zal 
ар М-Р 
十 ФР. У) ЕН 
N тшу 
N-P 
= — Юрай pt- = 1,2, 
xÈ 二 EPE Í "sp 
由 此 线性 方程 组 便 可 解 出 фр 的 最 小 二 乘 估 计 . + 
N-P 
ўз = М { P2 раг {Н phe- Ё 
当 N 较 太 时 上 面 的 方程 可 近似 为 
[ФР + Фф + --- + фы РЕ 
[фут + фЕўЫ-+_ +° t фур, == Тї (4.12) 
|ы + ф?;ўр-› T+ +. + фрўо = ?$ 
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由 此 方程 求 得 e 的 最 小 二 乘 估计 的 近似 解 为 


фї Фр FT T?P-( Fr 
А], aL aL L ak 
Ф. = LC | 71 Yo T p—2 Yz (4.1.3) 
aL = L al, = L. м], 
Pe Үр-ї Yp—2"* Үй Y? 


可 见 在 AR 序列 的 情形 ,参数 p BJP |N Eit @, A EE 
是 ,注意 fe Ps у.) Say AK. ВТЕ Ф, 并 不 是 办 的 线性 函 
жү ` 


依据 
q, = f, — PW Pes 
在 四 的 估计 获得 后 , а, 可 被 估计 为 
d, — m, — PE 55 — Фри р 
= рът, pt2, t, N 
因此 , 吕 的 最 小 二 乘 估计 取 作 | 
А2 1 __ 1 | 
ба = т ° 2 # грд SC ы (41.4) 


УМ КИ, 易 见 кае 了 4, 因此 ,会 5 (3.3.1) ЖАЧА Ф 
是 十 分 相近 的 . 


=. MA 与 ARMA 序列 参数 的 最 小 二 苹 估 计 


这 两 种 序列 的 参数 最 小 二 乘 估 计 方 薄 基 本 祖 同 ， 我 们 只 疲 述 
ARMA 序列 的 估计 方 读 . © (21.5) ИБАК Ы ALDO 式 的 
形式 ,并 注意 应 用 а, 的 逆转 表达 式 (2.1.23) 式 , 可 得 


pt == Pipe- F Pip + +++ + фр, 


— зара; 1 — @бау+:-› — **" — 9 ,apr:—2 + аы 


== фир ы-у F Pipe- 十 + фр, 


= 
十 б, > тү ptr- j 十 2, ` А р ptr- 
£ =úÚ і = 0 


r 
| 20 
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其 中 记 жу = —], ĦA Yi = Wptty Ci E йуз, 对 和 于 £ = nin == 
N — p), ËL K B' = (Ф. бу, у; = (у, Уру tta Yrs J ЖП 


F я m 
LCB yD = У) фу + У) 0, У) ау; 
ї = 1 f=1 y=Ü 


那么 ,前 一 式 便 可 化 成 《1.5.4) 式 的 模型 了 ， 但 是 ,这 时 /(Ё›у.) 
替 涉 到 无 穷 多 个 y, CEI сол) 之 值 ,而 我 们 仅 知 юз, шо, ttt, wn 这 
N 个 数据 ; 为 了 使 用 最 小 二 乘 估 计 方 法 , 我们 把 ¿(k < 0) 都 取 
做 它们 的 均值 , 即 w, = Ew, = 0(k =< 0)， 于 是 得 到 (1.5.4) = 
那样 的 非 线性 最 小 二 秉 模 型 (注意 二 是 9,q HEA) | 

у, = <В. у.) + ers —p + 1 = z = ñ (4.1.5) 
其 中 

Р+—#—1 


В. y) = > Фф; —; 十 >; Ө, У тру, (4. 1. 6) 


j=0 


由 此 确定 的 最 小 二 乘 估计 房 , 实际 上 和 相当 于 根据 无 穷 长 度 样本 序 
列 Wys WN-rs N22 "s Wis 0, Ü, 对 上 所 做 的 最 小 二 (4 
М. wo wo t} 这 些 量 的 样本 值 并 不 知道 ， 只 是 为 了 使 得 方法 
恒 于 进行 计算 , 才 用 零 值 代替 宅 们 ， 即使 如 此 ,模型 (4.1.5) 式 的 
最 小 二 乘 估计 也 无 法 简单 求解 ,只 能 用 数值 解法 求解 。 为 此 我 们 
令 иң = (ал, ш, з, ш) ЙК (2.1.23) 我们 取 a, 的 近似 估计 如 
下 


х—1 k—1 
8, = AB, w) = 一 D wei = w — ужу, R 
j=0 i=l 
2, = 0, & =. 0 (4.1.7) 


яи Ж#2>Р-+ 1 时 
d, == w — 及- 以 月 ,ye = Yyy-p — fi-a BY- 
于 是 ,与 5(ф) 相似 地 定义 残 差 平方 和 为 
58у= > & (4.1.8) 


k=f +i 
在 必要 上 时, 我 们 用 记号 4458, w), 以 标明 估计 a, 时 所 用 的 参数 
ж B. 所 用 的 数据 为 x. 所谓 户 的 最 小 二 乘 估 计 , 就 是 寻求 这 样 


a 1йб = 


BA Ё,, {р aÊ им) 的 平方 和 SO 达到 sCB) 的 极 小 
н. ТАЖ Й, ЖН (21.7) 式 逐 个 计算 2,, ixi 
计算 量 赤 大 ,而 采用 递 推算 法 , 即 用 ARMA 序列 的 递 推 公式 

k == z£ — >) ви У б. > 12 N (41.9) 


# = 


其 中 a, == 0(¿ < 0). 这样 ,对 每 一 具体 参数 值 8, 恒 订 由 〔4.1.9) 
式 与 (4.1.8) 式 算出 dlk =l, 2, -3 АУ 5С). ERA SE 
中 选 出 极 小 的 一 个 ,相应 的 外 BELE. 

求 《4.1.8) 式 的 极 小 值 之 解 是 一 个 普通 的 求 极 值 问题 ,读者 可 
以 在 动态 规划 中 找到 各 种 各 样 的 数值 解 法 .我 们 将 外 对 这 里 的 其 
体 问 题 提 供用 种 特殊 的 求解 方法 ， 这 些 方法 将 在 s 3 中 介绍 最 
后 , 我 们 举 一 个 最 简单 的 例子 , 以 说 明 .(4.1.8) 式 极 小 值 求解 的 复 


RPE. 
例如 求 MACO, 1) 序列 的 参数 的 最 小 二 乘 估计 ， 
å = Ü 
EA = н 十 B,2, = ә, 
2, == м + Ө,а, w fy + Ө үт, 
2, = m, + 0126. == wy + iw 二 
+ 01710 , — X? bio 
і ж D 
于 是 


S(8,) 一 s åy == SS Өйне, } 
k=1 


k—<1 “了 一 如 
由 此 可 更 , 即使 对 于 MACO, 1) 序列 而 言 , 求 出 使 S0) ЖЕЛ 
йз ё, 来 也 不 是 很 简单 的 事情 . 


52. 最 小 平方 和 估计 
一 、 最 小 平方 和 估计 的 概念 


在 前 一 节 中 考虑 MA 或 ARMA 床 列 参数 的 最 小 二 乘 估 计 
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时 ,我 们 为 了 使 其 方法 便于 实际 计算 , 拟 造 了 k= 0 各 时 刻 的 o, 
HAM, 即 代 之 以 wi == О( < 0), # (41.7) Е У a, [ОНИ 
时 亦 如 此 这样 人 为 地 添加 了 假 数据 wi = ОСК < 0), 无 疑 会 影 
嘛 估计 的 精度 . 为 了 只 根据 样本 秆 数据 из, шз, +, шы, W 
数 做 出 务 一 种 精 估计 ,我 们 首先 需 朗 知 道 ,在 有 有 穷 样本 值 和 给 定 的 
参数 值 下 ,如 何 对 а, 做 出 最 小 方差 估计 ( 见 第 一 窒 6 55), ВШ 

= A,(B, Wwy) = Ea ag) w, Фуу 77°; Wad (4.2.1) 
其 中 wh к= (ял, шр, ts ww)， 显 而 易 见 ， 和 抽 是 BB 和 wy DE 
数 ， 经 初步 识别 后 已 判断 w, 是 ARMA 序列 ,所 以 , 在 给 出 一 组 参 
数值 8 后 , 按照 第 二 章 $2 所 述 , 这 就 等 于 给 出 了 序列 e, 和 序列 
a 的 概率 分 布 ， 根 据 第 一 举 $ 5 中 关于 最 小 方差 估计 的 各 条 姓 
质 ， 以 及 第 二 章 52 的 有 关公 式 , 便 可 以 确定 出 (4.2.1) 式 的 A. 
在 本 节 二 中 将 详细 给 出 计算 的 公式 ， 按 照 上 一 闻 类 似 的 办 法 ， 
定义 如 下 的 函数 


S(8> = > 2} 一 > {Еа wy) J (4.2.2) 


称 SCE) 为 ARMA 序列 的 平方 和 函数 。 对 于 固定 的 样本 值 ww ПП 
SSO 是 8 的 函数 . 使 sC8) 达到 极 小 值 的 让 就 称 为 参数 的 
最 小 平方 和 估计 ， 在 本 章 $ 4 中 将 指出 ， 这 是 一 种 近似 的 极 大 似 
然 估计 。 可 应 的 到 的 最 小 平方 和 佰 计 为 


g£ = 308) 
N 


下 面 ,仍旧 分 АК 序列 、MA 和 ARMA 序列 两 种 情况 进行 论 讨 . 
1. АК 序列 参数 的 最 小 平方 和 估计 ， 
根据 АКМА 序列 的 性 质 ,将 (4.2.27 式 的 5( B) 改写 或 以 下 的 
形式 《证 朋 见 附录 5 3): 
5С 8) = ском Wy == WE М м0 (4.2.3) 
其 中 ox PRTA Cwi юу, 555, ом)", Га Wy 的 协 方 
ЖР Chi (1.3.9) 式 ) 以 及 
= TN = o Ерш)" (4.2.4) 


r jot 


ПЖ o, 是 AR 序列 则 8 = ф. 根据 附录 $3 的 推导 ,可 知 
P 
S(p) = шуМ ушу 一 >, Pr Pidii (4.2.5) 
iz=n 


在 这 里 我 们 采用 了 记号 mm —1. Ú N > 2p Ff, 


45 = Ў) аана = dys 4) 0,1353. p (42.6) 


k=1+j 
当 N <2p 时 ，2 的 表达 式 可 见 附录 $3， 在 实际 应 用 中 ，N 远 
远大 于 2р, 所 以 这 里 只 给 出 N > 2p 时 4; 的 表达 式 。 我 们 用 矩 


阵 形式 表达 (4.2.5) 式 ,为 此 令 P 阶 方 阵  . 
du du а dip 
D = dn dn dip 
doa doy. dpp 
19] E d = (das doas ау й)", BA (4.2.5) sü У АГЕ 
Sle) = pp Do — 2ф'а = dy 042.7) 
ERY p ВО Wa HU , Е ВЗ 2 J IB 382) 
[ w D d - (4:2:8) 
аз REMEE AHATEA 


аз = $ 5(ф.) = — (Dë: — 2 d+ du) 
= L (da — Dd) | о 29) 


(4.2.8) RA (4.2.9) 式 就 是 AR(p, 0) 模型 参数 的 最 小 平方 mi 
计 的 表达 式 。 БАБ ҢА alikua sas 它们 有 局 
样 简单 的 表达 形式 ,而 且 当 如 较 大 时 ， 


1 . 
一 di; 一 一 L5 узу = — Жуз Mp-it phj == Fj- 
` М М xš і} N i =1 


所 以 《4.2.8) A5 (4.1.3) 式 也 是 十 分 相近 的 ， 从 而 〈4.2.9》 式 与 
《4.1.4》 式 也 很 相近 ， 同样 , 在 入 适当 大 以 后 , 这 两 种 估计 与 第 三 
章 $ 3 的 矩 估 计 也 是 非常 接近 的 .由 此 可 见 , AR 模型 的 参数 估计 
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是 容易 获得 的 ; 若 立 比较 大 ,其 各 种 估计 的 结果 都 相差 不 多 .。 而 
‚ МА 或 ARMA 模型 则 不 然 , 它们 的 参数 精 佑 计 都 是 十 分 烦琐 的 . 
因此 ， 有 认为 在 描述 真实 的 随机 序列 时 ， 应 当 尽 量 采 用 AR АЯ 
型 ; 即使 真实 序列 是 MA 或 ARMA 序列 , 也 可 雇用 高 阶 自 回 归 模 
2. МА 与 ARMA 序列 参数 的 最 小 平方 和 估计 . 
对 于 MA 序列 而 言 ; 由 于 gA 22 0) 与 ш, ш, бб, wy $h 
六 ;因此 04.2.1) 式 的 4-,-;= 06у 22 0), JE (4.2) 式 为 
508) = 500) = >, 2 (4.2.10) 


天 一 一 到 十 主 


虽然 上 式 的 求 和 项 只 有 有 穷 项 ,但 是 ， 欲 求 5(8) 的 极 小 值 仍 须 采 
用 数值 解法 .这 是 因为 ,首先 每 个 4, 都 是 8 的 复杂 函数 形式 , 给 
出 后 ， 要 用 数值 计算 方法 才能 求 阳 相应 的 4, = 4,(Ө, ам) 和 
500) 之 值 ， 其 次 , 要 在 所 有 可 能 的 Ө 值 中 选 出 使 SC6) 3518 I ÉS 
解 ,也 只 能 用 数值 计算 方法 求 近似 值 。 关于 4, RSO 的 计算 方 
法 在 下 一 小 节 专门 讨论 ， ETR 500) 的 极 小 值 的 解法 , 在 本 章 
$ 3 中 再 介绍 . | 
对 于 ARMA 序列 而 言 ,其 步骤 与 MA 序列 相同 。 只 是 在 计算 
平方 和 函数 SA) 时 ,须要 用 有 穷 和 近似 无 穷 和 , 即 
N N 
s(8)= 2; 4 = Ў (4.2.11) 


k =—= . ` Ё =— Ü 


其 中 O ERRES В MEREEN, 使 得 ARa < — 0) 为 可 
忽略 量 . 


二 、 平 方 和 函数 的 计算 方法 


为 了 给 出 上 一 小 节 所 定 尽 的 à, ЖП 56 ЁУ 的 数值 计算 方法 ， 我 
们 先 来 讨论 ARMA 序列 的 一 种 对 称 性 质 ， i х, 为 ARMA 序列 ， 
即 满足 差分 方程 

| p(B )х, = OCR Ja, { 4.2.12) 
М ЕЕН ФЕ, <> у,== умы, W y Бул, WAHA 
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ЗЕРЕК ФЛЕШ. 因此 y 也 是 АКМА 序列 , П.Н. х, 有 相同 的 
阶 数 和 相同 的 参数 . 为 了 区 别 于 x,, 我们 把 y, ARR Gi 
pB y, = ӨС B 32, (4.2.13) 
其 中 儿 也 是 白 品 声 序列 ,而 且 Eb = Eei REIER yi 为 zx; 的 一 个 
对 称 序列 . 这 说 明 在 研究 平稳 序列 的 相关 结构 时 , 时 间 自 变量 ғ 
的 正 序 与 反 序 没有 差别 . 设 已 给 数据 wn 一 (s ys WR) S 
经 模型 初步 识别 后 被 定 为 ARMA(p, 4) 序列 , ЖИН, 数据 
P] wis was ttes wy 煞 认 为 是 满足 茶 一 (4.2.12) 式 的 x HE 
样本 值 ， 根据 上 述 的 对 称 性 , 数据 列 wns шың, "55, wi 就 应 是 
相应 的 4.2.137 AAS y, 的 一 段 样本 秆 .网 wys Wys "`", q ЕУ 
wis Шау 775 шыу 以 相同 概率 做 为 某 一 АКМА 序列 的 一 段 样本 出 
现 . 
现在 引进 记号 wk == (wys wy бу w). BOER Ha m 32 
ТА Ж БЕ CERE wis os 5 wa E z, ARAK, Н В ж 
示 х, 的 参数 向 量 . 于 是 ,用 样本 值 wn 对 做 的 最 小 方差 估计 可 
以 表示 成 | 
#, = Exi |wi was ttt, wy) = Egr, | Шу) 
类 似 地 有 
2, же EF (als, Was "у Wy) = Е (а, |у) 
当 把 ws 用 于 х, 的 对 称 序列 六 了 时: 类似 地 又 有 
Ў, = ЕК y| шы,» Шур үз t ` жу) kau E (y, |w) 
Ë, = Ehil wy, Wys tty w) = Erlb | ы) 
这 些 量 之 间 有 一 定 的 关系 . 根据 第 一 章 $5 所 介绍 的 最 小 方差 估 
计 的 性 质 ， 以 及 es Yz 各 自 的 寞 型 和 自 二 方差 函数 相同 这 一 事实 ， 
可 知 
ФОС В )е, 一 OCB Jå, 
ФС B)?, = ӨСВ )2, 
Нр 
á, = t, — фуйу, — ++ фй, ә + Oa + 
+ dds (4.2.14) 


Ill- 


Š, = ў, 一 Ф,9, 1 — t — Pef, -p + Bb, +- 


+ 6,2,2, | (4.2.15) 

又 由 最 小 方差 估计 的 性 质 可 知 
# = Wks $, =" WN k= |,2,--+,\/ (4.2.16) 
дыз == Én == 0, k= 12- (4.2.17) 


Ф ху = (аң, ху, ttt хм), Ум = (у; Yas 777» ys); ЛЕТ ШЖ 
二 章 $2 ry СИ, (2.2.235) RAWAT). НЕА, 
Т Еуһуһ УТ = Eyyy = Ехухы = Т(Ехкху)Т 
wi = Twy 
(Erix) T == СЕуһух)Т 一 【五 ?4 了 T) 
= (Y; N Yg-N+is " * 5 Уҥа) 
一 CYN- T Neki TT's’ Yig) 


== Eyy- YN 一 Ё хм-++105 


эшч 
| == ( ExyxN )СЕхкху) Wy 一 (EyykOCEysyk wy 
== ( Eyy- Yu K ЕукУу ) WA == fy (4.2.18) 
WẸ х, 是 MA 模型 之 解 时 , 则 还 有 


ža = ў, = 0 KR q,q + 1,-s" (4.2.19) 
根据 这 些 公 式 , Bp PI eE 2, EPERRA HADE. FI 
别 就 MA 与 ARMA 两 种 模型 仔细 加 以 讨论 .。 

1. MA RARI 4, 的 夺 代 计算 公式 . 

第 一 步 的 迭代 初 值 可 取 632. = be = 55 = ДО = 0, 14 
据 公 式 【4.2.15)， (4.2.16), ЯР = 1,2, N, $P 可 以 从 
Б, Ёна» ` ‚ BD ак 


ÉP = wyn 0, Blt “十 De R= 1.2, „А (4.220) 
PRE (4.2.15), (4.2.18) #1 (4.2.17) 起 建立 以 下 肥 УЛА: 
О — Уш, OE — ВВ, — ++. Obi „+, 


| Э = ш == —8, Б? 一 Bb, — + — Ө ‚т. 


w чоч тв ошо ч то n в з пш э иш + ь пш о + + K 


ТУ; {21 — (ià 
bah == Nta = Ө 


qH (4.2.21) 
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用 这 些 式 于 可 以 由 A, BP, ee, P 算出 УР, Ioas ЖР, 

和 40, ЖЧ, 2). ---, 4%), EAR (4.2.14) 和 《4.2.19) 式 ， 建 

УР: | 
d+ = #0) 9+1 


а) з = 44906, + 0,491. (4.2.22) 


д 0 + бл] а. T 9,189. 
наети ies $U, ++, ЗАКИЙ Н has ён» 
4°, ЗИВ, 5 (4.2.20) 式 对 称 的 有 
AP = wg 0.801400 H Gadlas k=l, 2,7, № 
| (4.2.23) 
Б (4.2.21) 式 对 称 的 有 


prte = 0, == —6,424) т Aka — B AN ati 
“ү” == #92 == — 6,20 一 зё, 27 r.. — дйн +2 (4.2.24) 


- ' 
w а t F ü m mw Š ft ü то F F uú & PF T ш + k £ £ ол ж 


+1) y = ti 
KFR = 21 +q 一 —0.2% 


最 后 ,由 与 《4.2.22) 式 对 称 的 公式 
A 一 А 


EGIB, = зс, + в, 


=< = ü = = m m üa + оп а ж + + + = Fm ú + 


(4.2.25) 
фе 一 GD + ӨДО + + 0,- В 


可 以 算出 下 步 的 选 代 初 值 EGR, AER, o e’ уно шш Fi 
式 ， 计 算 次 序 如 下 : (4.2.20) 一 (4.2.21) — (4.2.22) — (4.2.23) 
4.2.24) 一 (4.2.25), 又 可 得 到 更 新 的 АСФ, РО, 5-6, AS, 
这 样 反复 迭代 下 去 ， 直到 4P — lD | (—q < —¿k =< N) 可 以 被 
氨 略 时 ， 便 停止 选 伐 , 并 以 PCa < k < 7 作为 页 的 近似 值 . 
这 时 5090) 的 近似值 为 

50) ~ Ü (apy 


к= +i 


13. 


' 2, ARMA 模型 的 4, ЕКИ Ж ДК. 
建立 АКМА 模型 的 4, 的 迭代 公式 与 МА 寞 型 的 情形 完全 类 
W. ЫҢ Á = Ü BJ AR. 28 k == 0, —1› “б, Tg +1, їп В. 88 
ЖӨ! k = — gq, —q M 1, tt, — 0, 使 得 在 下 < — 0 以 后 ， 了 
fis Ё, 和 2, п] р ЖЕ. ХАҢ HARTER, 
而 是 在 实际 计算 时 适当 营 担 的 数 ， 
第 一 步 的 交代 初 值 一 律 取 为 塞 , PH Д0 = 0 = 0 СА 0). 
由 ў), Ў "е, pbr- 和 by x Chro ЖЕ » ЁС. Жу: 
ДСА > 一 上 0) 时 ,应 用 与 (4.2.20) 式 相似 的 迭代 公式 : 
ОЛЕ 
+ +++ ++ D6, —О=<А= N (42.26) 
其 中 0 = wnn LREN), EP О 0 < —0). 5 ` 
(4.2.21) 式 类 似 的 公元 为 | 
г) = = Gha = pI + фаў + -+ ФъЎ pr 
— ӨО — 6. — В.Б аы 
aCi == ЎЧ, == фан + Ф.Ў + ++" + qp fa +a 
— B — ... — 0 «Ё „+ 


„.+жж+шж еш жж ж б. ж жя яа ажан ж аж (4.2.27) 

ai ы =m Ў, = pk. Ntg- 十 pJ У+я—ъ + " 

+ rdir- p| Ө. Бр 
ail ya = FIAN = q 91) Nak 4 Pdi- -z + * | 
+ Фен О + 1>К>4 
5 (4.2.22), (4. 2.23) SK S MAIA \ 式 合并 为 
A) = 3? ы qp tt, — — på =n p +t 8,2, 十 
十 9.200, —0 < k < N ‚ (4.2.28) 


ІХ Е, ид<: — Q ij, = 07 = D, 即 认 为 它们 是 可 
忽略 的 。 Xk 《4.2.16) Ro Ж? = m (18 1 Му > 1). 5 
(4.2.24) A 相应 的 公式 可 写 做 


иө 


rb <= А0, = фр + i: + ро „н = 0,480 
— ::- — 0,240. 
ўз = а = pti, 二 二 


0.6 — 8,4 ы 


IEIR 一 ы = Paa + +++ фасе 
— в,а 
Dp 
OQ + 1= K> 9 
最 后 ,与 4.2.251 式 相 应 的 有 
BtD 一 GED 一 p EAP 一 一 р,ў 2р + Өт 
4-6 0.8020. Оа (4.2.30) 
其 中 но — ДНО — 0 (k < —0) fi Йо — wya (1 < k < 
NN)， 这 时 (4.2.30) 式 与 (4.2.26) 让 是 相同 的 。 АМ (4.2.26) 式 到 
Са.2.30) 式 就 构成 了 SE 的 完整 的 循环 和 迭代 计算 公式 .到 某 一 
轮 选 代 值 使 | al 一 20-9 (1 =< k =< N) 都 可 以 被 忽略 时 , EE 
迭代 ,并 以 д? 散 为 各 的 近似 值 ， 这 时 АКМА 模型 的 平方 和 函数 
近似值 为 О 
В) = DUPY 
k =-—0 


тж ЕЖА Е, 我 们 举 一 个 十 分 简单 的 数值 讽 子 . 以 
ARMAC1, 1) 模型 为 例 ,并 且 只 对 一 组 参数 值 Pr 一 (0.3, 0.6) Ж 
出 平方 和 函数 S(B) 的 值 ， 所 取 的 数据 为 Wy 一 w, = (—0.5, 0, 
0.5, 0, 我们 将 在 应 4.2.1 中 给 出 计算 步 验 和 数值 结果 ， 表 中 篇 
头 所 示 的 方向 表示 计算 的 先后 次 序 ， 稍 头 起 端的 阿拉 伯 号 码 代 表 
在 本 段 中 数值 计算 所 用 的 公式 ,它们 分 别 是 : 

D -使 用 公式 Б? = 7 — 0,3902, + 0.655, 

| 一 2 < k < 4 
© ”使 用 公式 ХО, 一 0.300 — 0.6 
D 一 使 用 公式 90% = 0.328245 2k33 
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D 一 使 用 公式 409 < ў О = £ =< 2 
二 一 使 用 公式 200 = D — 0.3200, + 0.64. 
一 2 =< k =< 4 

@ EHAR А00, = 0.32 一 0.642 

Q) 一 使 用 公式 ta = 0.329 2А 3 

一 使 用 公式 çU 一 ну o . O< k =< 2 
ЖУК, ÆR- FERRE. w yr kR 155 “C >” 括 起 来 , KHB 
它们 是 已 知 量 或 近似 已 知 量 . 在 明显 只 取 零 值 的 地 方 , 也 不 列 人 
计算 线 , 比 如 д? = ЖО 一 0 Gk > М), НЕЕ 4.2.1. 

在 上 面 的 简单 数值 例子 中 , 我 们 只 取 小 数 点 后 两 位 数字 .在 
这 一 精度 要 求 下 , О = 2, 而 且 不 论 在 哪 一 轮 计算 中 , О 都 取 相 同 
8. ЖЕБЕ, q А223 hF, pk. ОЛ, 4С), G, ЫЕ Ў, 20, 
诸 量 的 绝对 值 都 比 0.005 小 。 在 这 一 例子 中 ， 只 人选 代 丙 轮 就 得 到 
了 稳定 值 49). Вр |20 — 0] 二 0.005， 从 而 АВЁМА(1, D 序列 
的 平方 和 函数 SC 8), ERRE wh 一 (一 0.5, 0, 0.5, 0), 参数 
A 一 (0.3,0.6) 时 ,有 近似 值 


S(B) = 57 (4P Y — (0.01 + (0.03F + (0,11) 
ke-3 


十 《一 0.4672 + (— 0.13)? + (0:42) + (0.10) 一 0.428 
以 从 天 一 M (M 为 远 小 于 N 的 某 个 适当 正 整 数 ) 开始 计算 ,并 且 
ДА ÉP = 0 (Дд < M) 为 初 值 。 一 般 说 来 , 这 时 只 送 代 到 ДОС 
<A) EERE. . 


s 3. 精 估 计 的 数值 解法 及 其 它 近 似 方法 


前 面 所 介绍 的 两 种 精 估计 方法 , 对 于 MA 和 АКМА 模型 来 
说 都 不 能 得 到 参数 估计 的 明显 表达 式 ， 只 能 用 数值 解法 求 5 СВ) 
《元 论 (4.1.8) 或 (4.2.11) 式 ) КАА. 现在 ， 将 介绍 几 种 求 这 
类 极 值 问题 的 数值 太 花 ， 
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所 谓 图 解法 ,就 是 在 户 的 平稳 可 逆 域 内 的 网 点 上 计算 出 s(8) 

的 值 来 ,再 通过 绘图 方法 寻找 SCB) 的 极 小 伪 的 近似 解 . 这 种 方法 
与 穷 举 法 相似 ,计算 量 较 大 , 但 是 容易 人 掌握， 在 参数 不 多 时 《比如 
b+ q= 1522) 使 用 方便 .我 们 只 对 p + q < 2 的 情况 分 别 其 
ажр. 

P 十 9 = 1 БАО ВРЕ. 

A. RHE O, 

В. 在 #0 ЛЕНЕ А A” + kh (为 步 长， 一 般 取 0.1 在 
右 ， 当 六 很 大 时 可 适当 取 小 些 )， 计 算 SORA) (А = 0, L, 2, 

… h). 

С. 在 坐标 纸 上 和 将 SGO tk) 给 出 ， 并 用 光滑 曲线 氢 合 这 些 
点 信 ,然后 寻找 最 低 点 值 29, 

D. 再 在 20 峙 近 确 定 更 密 的 格 点 S+ kh < À) 并 计算 
SCPL ERAY (А — 0, 1,23 А). 

E. 与 C 步 相同 , 找 出 更 精确 的 最 小 值 500), 则 后 为 所 求 的 近 
MR CTA FEA 1). 

p+ g == 2 МАЈЕ ВЕТРОВ: 

p + g = 2 的 铺 况 与 上 面 类 似 , 只 是 在 绘图 时 不 同 。 这 时 只 
能 在 参数 平面 的 网 格 点 上 标 出 s(8) 的 取 值 ， 然 后 勾画 出 等 值 线 
Ст 2), 再 找 出 最 低 值 一 “ 坑 点 ”, 与 其 相应 的 六 为 近似 解 ， 

м p + q> 2 时 ,也 可 以 采用 图 解法 ,不 过 计算 量 很 大 .比如 
рка 二 3 时 ,可 以 固定 第 三 个 参数 ,其 它 两 个 变化 ,用 ?十 4 二 2 
的 方法 寻找 最 小 值 之 解 . 然后 将 这 两 个 变量 国定 在 此 解 之 处 , 让 
第 三 个 变量 变化 , 按 p а = 1 时 方法 寻找 最 小 信之 解 。 反 过 来 
再 求 原来 两 个 变量 的 新 的 极 小 化 解 。 以 此 循环 下 去 , 直到 三 个 解 
浙 近 稳定 在 菜 个 值 附近 时 便 停止 循环 , 并 以 最 后 的 极 小 化 解 自 作 
为 图 解法 的 近似 解 . 由 此 可 见 ,其 计算 量 是 很 大 的 ， 最 后 ,为 了 近 
一 步 熟 悉 图 解 方 法 ,我 们 以 《2.1.16 а), (2.1.16 e) 式 模型 的 最 小 二 
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加 估计 为 例 ,给 出 它们 的 图 解法 的 解 和 某 些 分 析 说 朋 . 

#11. 模型 (2,1.16a) AWZ RE bD E. 数据 长 度 N 
= 300。 数 据 值 与 第 三 章 $ 1. S 3 所用 的 相同 .由 于 数据 是 太 大 
没有 一 一 列 出 .现在 用 图 解法 求 6, 的 最 小 二 莱 居 计 , 此 时 由 第 四 
Е 51 末尾 的 例子 可 知 

S(0,) = > 4 = >(> Z] 

为 了 节省 计算 量 , 我 们 变换 -~ 下 上 式 ， 暂 记 w, = ОСА < 0 sË > 
300), 于 是 


5(8,) = D Biwi) == SÈ Bitiw- set) 


点 一 k=l г, 0 


© 301 = 
= 300 ` 6⁄1 (+ У) waziri) 300 У Bitig ju 
: К = 1 r f = 0 


гі D 
一 300( >; OE + 2 > 9 У) ӨР, ) 
Ё =n 1=1 £ = 
2 290 
5 ө?) 
RE 


= 300( Fo +; 


= efi +2 > 912, ) 
х#—Ж., ЖАНЕ AMH Ж š L 7, Я 2,04 — 1.2, ---) 
Т. НЯНИ А б 一 0.38 ,然后 我 们 先 将 5(9,) 在 8 一 0.2， 
0.3, 0.4, 0.5, 0.6 的 取 值 计算 出 来 ， 描 出 sO) Ah E 
4.3.1)， 并 发 现 最 低 点 在 0.4 附近 ， EK O, = 0.35, 0.45, 0.55 处 
So 的 取 值 算出 ， 描 出 新 更 细致 的 曲线 ， 最 后 确定 出 0, 一 0.42 
这 就 是 我 们 所 村 的 最 小 二 乘 估 计 的 近似 值 . ТЕ 8678 5 З КАЕ 
合计 的 精度 高 ,此 时 误差 仅 为 一 0.08, 相 应 的 襄 =1.06, 22 == 0.06, 
ВЕЖ ИЧ. 

#12. Ж (2.1.16 e) 式 的 参数 (0,, o.) 的 最 小 二 蒋 估 计 。 与 
P| 1 类 似 , N = 300; 并 且 暂 时 记 wx = ОСА < 0 Д с> 300), fk 
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图 4.3.1 


Feb Rit EE A, 


d, = t, — У) mwg; = (1 — OBY 一 ФВ) 
ў=1 
一 >, OIC wei 一 Pi -it) 
j=0 


ORD >69 У; 
点 一 也 


k =Z £= 0 
` Cw PO Os 一 Фино) 
= 3907. + фі 2p + 2 
0 


Би 
` >, Ө [1 + 91); 一 pi 十 Bri) 1} 


[=E 


再 参考 矩 估计 = 0.70, pP = 0.56, 在 (0,, ф,) 平面 上 先后 定 
出 组 网 格 点 和 细 网 格 点 ， 计算 各 网 点 上 s(8) 的 值 ， 并 给 出 其 等 
ER, 找到 坑 点 是 抽 = 0.64, $, 一 0.307 风 图 4.3.2). 它们 与 各 
自 的 真 值 的 误差 分 别 是 忘 一 —0.04,ф, = 0.00, =] ЖЕЕ {БИЕ 
ЛАВУ 62 = 1.06, 02 == 0.06, 这 也 比 第 估计 精确 . 

从 以 上 两 例 还 可 看 出 , 在 参数 B 的 维 数 不 高 {所 2), 而 NN 又 
较 大 的 情况 下 ， 不 必 逐 个 求 &， 只 通过 р, ЖП ?, 便 可 近似 计算 出 
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МЗ. рәге 


SKPK. AFIS 过 1， 所 以 只 用 30 ЕЕН S 的 精度 便 
很 高 了 ， 当 然 , 在 不 周 情况 下 2, 的 个 数 有 时 多 用 些 , 有 时 少 用 些 . 
无 论 如 何 这 种 方 共 计算 SCB) 的 计算 量 远 比 $1 的 办 法 小 得 多 ， 
而 且 古 法 简捷 , 这 也 是 十 分 明显 的 。 关于 这 种 近似 方法 的 进一步 
推广 , 以 及 即 何 运 当 选取 a 的 个 数 , 使 得 既 保 证 508) 的 精度 ,又 
尽 可 能 地 减少 计算 量 , 这 些 问 题 还 有 待 进一步 研究 . 

至 于 用 图 解法 求 (2.1.16 a), (2.1.16 9 的 最 小 平方 和 估计 ,我 


р, 


.I8 
б 1.310 1.260 1.187 1.121 ‚ио 


0.5 1.267 1.18? 


0.4 
1.187 БУЛ 


1.103 D 
8B.3 | 了 
1.125 1,086 
РА 1.064 ы 1.066 1.083 
0.2 . . | 
1:092 1:068 “1.063 „1.066 1.078 1.103 1.240 
1.067777 1068 1.076 1.095 1.129 
A Z Z 
8.1 


302) кари а 
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位 不 去 列举 了 , 那 是 十 分 烦琐 的 。 ЕЛЫ (2.1.16а) ЖП (2.1.16 c) 
式 这 样 的 模型 在 其 桩 本 长 订 六 一 300 的 情况 下 , 最 小 平方 和 估计 
ЕЛДЕ И Л.Н ЭЕ 9), 当然 ; 使 用 例 工 、 例 2 的 方法 是 最 
方便 的 . 

=. fe 

1. 选 代 法 的 一 般 氢 述 和 步 又 . 

WEARER S(8) АБА, ЭНА Р гаа 
度 快 一 些 , 我 们 须要 计算 2, 的 篇 导数 ， 即 а, Сай Му (4.1.7) 式 或 为 
(4.2.1) 式 所 定义 ) 的 梯度 4, = эр: & r= рід, Pm 为 所 
HE m PRR, AE 

m = 84, (Әд Әд дз, 
£ BP | sem) (o ` дв, ' өз) 

ЖБ, à, ТЕ В 附近 可 以 展 成 

å, = Ке + AMB— B?) + осв — B), —О<г < N 
ЯЙ 

д — APB — B) + à, + о(В т), —0 <, <N 
其 中 o (8 一 Во) а (В 一 8°) 为 高 阶 小 的 向 最， 将 a” Ж 
为 第 一 章 $5 中 最 小 二 乘 模型 的 六 (8 — В) 视 为 待 合计 的 参 
Ж, AD 为 系数 向 量 , d 十 of 有 — B°) Е en 那么 ,按照 最 
ZEAE 【有 一 Em) 可 由 下 式 估 算 《 根 据 《1.5.3) 20), 81 

p* — Воо = HHn) HE n 


(4.3.1) 


gag 


其 由 
' At2 299 
{т} =Ü nr) . 
H, =| А9 En m | 70 (4.3.2) 
«А020 amo 


由 最 小 二 乘 估计 的 定义 可 知 , 当 忆 一 В* 时 ,最 小 二 乘 模型 的 残 量 
平方 和 达到 科 小 ,而 由 于 (8 一 87) 是 高 阶 小 量 , 所 以 上 面 所 述 
的 残 量 平 方 和 能 近似 为 
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Б» {4,+ o (8 — B>” F = > 4 = $(B) 


б=—0 
我 们 的 目的 是 选 第 m+ 1 ИРЕГЕ gero, Ш 508+) 的 值 
RED. 根据 上 述 分 析 , 很 自然 地 取 
Вт = В" — Ве (HH HE (43.3) 
一 般 说 来 Во 比 В“ шн мн Â, 这 是 由 于 | 
£, X En + НС "+9 — Ве?) = {1 — HA HHn) ur), 
而 矩阵 (1 一 Hal HHD HS Р — H, ,GE H, HL) = I Н, 
(НН) HL < 1 所 以 Eat, a < ELE, 在 近似 的 意义 下 成 立 ， 
也 就 是 说 ,在 о(8 — B) 的 确 可 忽略 时 , 才 有 


$ азо < У ump 


г=-0 к=—0 
К 或 者 说 ,SC8Bm+D) 一 般 比 508") 小 一 些 . 
综 上 所 述 选 代 苇 的 步骤 如 下 : 


A. 根据 В” 计算 At 和 H,, m= 1 ВЕ, a e tit 
做 为 初 值 ， 关于 dm 的 计算 方法 在 本 章 s 2 第 二 小 节 中 已 经 介绍 
了 ;至 于 刀 。 的 计算 方法 下 面 将 仔细 介绍 . 

В. 按照 (4.3.3) 式 计算 о. 

с. 检查 [E 一 Вор 是 次 小 于 预定 的 精度 界限 。 若 小 于 
B, HUD Во 做 为 Ё 的 近似 值 ; 否则 再 重复 上 述 步 又 ， 求 出 
pma 等. 

表面 上 看 来 大 代 法 步 又 简单 , HITA. ФИА 所 包括 的 计 
RERI KER а 无 论 哪 一 类 都 要 求 出 w+ о 
个 值 来 ,计算 量 很 大 ,计算 公式 十 分 复杂 . 计算 am 的 具体 方法 已 
经 见 到 了 ， тот рк Se, 即 求 Hn 的 方法 . 

2. Hs 的 计算 方法 . 


a， 直 按 方 法 .用 差分 值 近 似 微分 值 的 方法 求 


дв; |8; = at) ` 
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В") = = Со 85, +4 ВИ) a + 8, B! з, i : ВИ) 
按照 的 定义 ， 计算 aG) = 208"), иу), BELI 8) 为 
参数 值 算出 相应 的 生来 《一 各 雪上 < 扫 N). ан | 


Z 一 ds" G) 
| ё; . - 1 
作为 55 ,的 近似 值 ， 对 于 每 个 0010,2, 557, ry 都 如 此 
i| врв" 
处 理 , 便 得 到 (N + 9)r 个 偏 导数 的 近似 值 ， 它们 就 构成 了 Н„ 的 
直接 法 估计 值 . 


这 一 方法 的 差分 步 长 5;, 依 NN 的 大 小 和 精度 要 求 而 定 ， 直接 
ER Hn КЕ Ы r 次 区 一 日 委 му 相 美 不 多 . 

b. 迭代 方 祛 一 ， 这 一 方法 只 适用 于 求 8 的 最 小 二 乘 估 计 中 
н... Жи $ 1 中 的 定义 ， 


йк = Wg Фара — tt pp + 
+ 00,24, р+1<ч% © | с (43.4) 
约定 шк = 0(K = 0), à, = 0(& < 0). 上 式 可 以 写成 ШИ 
д, == 6-<В УФС В), | (423.5) 
利用 此 式 分 别 求 4 的 两 种 偏 导数 f 
Sk 一 —8-(B)B'e , = 0 (Bw: = —Ф-(В)4у, 
| | | (4.3.6) 
Ta — В) ФВ) Віль = ӨВ) ФВ); = ӨҢ В), 
| (4.3.7) 
会 h == — p (В Jd,» g = 0-(B)42,, ПШ] | . . 
34 _ Bde _ _ o | 
Әр, heis 99, gi 7 (4.3.8) 
В (4.3.4) APN K ЖЕНЕ, He B — Во, 可 得 
шк = AR, + ӨЫ А с tore (4,3,9) 


o == үз, o ВОДИТ — +++ — ВЭД dy (4.3.10) 
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其 中 А” о желк Bea ЖП gra # B) 处 的 值 . 上 式 还 可 写成 
AEEA 
то = GA + OR, ooo + 43:11) 

ег? 一 gmg 十 0,009, + oee 43.12) 
仍然 以 零 为 初 值 ， ВИДЕ Ago = р”! == КА < 0), 于 是 hgm 各 gK” 
(о <k <N) 便 可 由 以 上 二 式 递 扒 求 得 ,其 中 до 是 通过 本 章 s 2 
第 二 小 节 的 方 靶 已 经 算 好 的 第 严 步 á, 的 迭代 值 ， 从 而 也 就 得 到 
T H 的 值 ， | | 

Hi = { (AMY, (479) „5, CARON Д (4.3.13) 

СА”) = (Atm, Ау ' К, ggio gb ЫГ Еб") 

用 这 个 方法 计算 豆 。 时 ,其 计算 县 不 超过 (р 1 < k М) 
RPA: ERE r =P + g 的 增加 而 成 倍 地 增加 . 

с. 迭代 方法 二 。 这 一 方法 只 适用 于 计算 如 的 最 小 平方 和 位 
HEHn. OR Hn RERESET Өй | Co <, <. 
完全 可 以 按照 本 章 52 第 二 小 节 求 2С 一 P: =< k М) 的 方法 建 
立 ri ”的 循环 递 推选 代 公式 , 其 基本 思路 是 相同 的 , 我 们 

= 809) 
不 详细 论述 ， 仅 以 ARMA(1, 1) 模型 为 例 , 介绍 这 种 方法 的 具体 
和 迹 代 公式 .我 们 仍 采 用 本 章 $2 第 二 小 节 的 记号 ， 有 时 为 了 简化 
符号 ， 我 们 将 ARMA(1, 1) 的 参数 Pis. 9, HARRE; 对 AR 
(1 > 0) 或 МАСО, 1) 亦 有 此 情况 . ЖЕ ТР t, = Wks y, = Myt 
y Әр 86 — | 
(0 <k <N), ЭНД "е Ü, T 0 (0< =N). XH 
(4.2.14) Ж! (4.2.15) 式 可 知 
2, = £, 一 PË- 十 "LIS Ë, = Ý -一 Př- + INE 


Ee 4? = r 49 = за. ж 22, 00, 22, 30, M 
д == A? — apl, + Вай fei (4.3.14) 
фу = ЎЎ МЕ Pr- + ГО — Ўра. (4.3.15 } 
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4# == 25 — pkt + 040, + À... (4.3.16) 

ES = 93 -— 79, + OER, + Bi (4.3.17) 
КҮҢ (4.2.18) 7 (4.2.17) yK P| 7 == tans Ў == #л-,ы, ЗЕН. 
Щщ £ > NI, 4 = БО = 4: = Ву == 0, 

车 给 出 也 (即日 和 mh) 之 值 ， 又 求 得 了 +, 和 +p,(— Q =< k 
<N + Q+ 1), ЖЕ 2, 250, # = 0(& > N + 0 + 1 3 k < 
—0), 那么 与 建立 (4.2.26) AEJ (4.2.30) 式 类 但， 根据 以 上 诸 式 
便 可 导出 总 和 翅 的 递 推选 代 计算 公式 ， 为 简化 记号 暂时 令 = 
viy fk = ug, åk = l Ë: = jys 于 是 易 知 这 些 量 的 初 值 分 别 为 
иЗ) = 0 和 

и? == ру! == ДО = a= 0, ВА ОАР N+ О-+ 1 
而 它们 的 递 推 迭代 公式 可 根据 (4.3.14) ЖП (4.3.15) 丙 式 得 到 , 即 

ЩО == м! — pe 一 N43.18) 
000 == н, = OAE + з, 
аи. — pul), + fnt (4.3.19) 
vo = uige m Фир + wto 


CN (4.3.20) 


„*9 2) 


д + же U), = ВКО wn 
了 十 i) (г) 
uti D 一 UA иш quia 十 $ (4.3.21) 


uigh = оча == Фоо + bro 

АЁ — tU фи + OAID — yas — 0 < k М 
最 后 一 式 实际 上 又 回 和 到 了 《4.3.18) A. 这 些 公式 与 递 推 计算 а, 
的 公式 相 比 , 差别 在 于 这 里 多 了 自由 项 和 入, 而 这 些 最 是 在 计 
算 #4 时 附带 得 到 的 数值 结果 、， 对 于 ай, наи в А 
式 ,我 们 不 去 仔细 号 出 了 . 

总 之 ， EARR RE 508) 的 极 小 值 时 , 当 求 出 第 为 步 的 近 
PA Ве 后 ， 先 要 按 $2 第 二 小 节 的 方法 求 出 agh 和 附带 结果 
ВеО 0, JOCO EREN tO. RE Нав 
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В 代替 《4.3.18) Ж (4.3.21) ARHI 2ks 2, 和 中 8, 经 过 反复 循 
环 选 代 , 便 可 求 出 92 的 近似 值 ， 求 224 也 完全 类 
P т) 90 


фе gmp) 
ЇЙ, 只 是 在 建立 它们 的 迭代 公式 时 用 到 的 自由 项 是 击 ЖП ó, , MA 
是 怠 和 加 ;因为 这 时 使 用 的 是 《4.3.16) 和 (4.3.17) 式 ， 从 以 上 所 
Ж, Н, 的 计算 量 与 求 4,(— Q =< ¿ №) 的 计算 量 的 ”十 
q 倍 相 差不多 . 这 种 方法 的 精度 较 好 .。 但 是 , 对 于 中 等 长 度 以 上 
的 样本 数据 (比如 数 百 以 上 )，、 采 用 最 小 二 莉 法 与 最 小 平方 和 法 没 
有 多 少 差别 ,所 以 ;只 有 在 样本 长 度 太 小 时 才 考 虑 使 用 最 小 平方 和 
方法 . 


三 、 分 离 参 数 法 


对 于 АКМА 序列 来 说 ， 我 们 还 要 介绍 两 种 介 于 第 估计 与 精 
估计 之 间 的 估计 方法 ,它们 既 能 减少 计算 的 复杂 程度 ,又 能 保证 较 
好 的 精度 . | 

1. ЯН ИЛЕ БИЕ qp. HRE ws 的 长 度 N 较 大 时 ， 
模型 又 被 初步 识别 为 АКМА (р, 4) 型 ， 我 们 按照 第 三 章 $ 3 的 
(3.3.11) ЖаН Фф АЧТА Ф, 并 由 (3.3.12) 式 给 出 wp RS 
N). 然后 用 这 NN 一 P 个 ptis ptas ``. WN 为 样本 数据 ， Ë! MA 
(0, Ф) 为 模型 , 由 精 估计 方法 求 相 应 的 日 的 估计 、 将 与 和 侣 
成 Ë, 就 是 一 种 分 离 的 参数 佑 计 . 

2. УНШ Ө ВУЗЕ ЈУРЕ. 对 于 ARMA 模型 而 言 ， а; == 
qg(B)07 (B)eo,. E : 

Е, = 871( B Jw; 
ihj Ez 为 一 AR 序列 ,而 且 满 足 关 系 式 
Ex = 08,1 + 0.662 1 E GEk- 十 ш 
若 已 给 数 E Шү, Was ` ` WN 和 初 值 е T TT == Èp 
= 0, HEARS GHE FHAA e RRA E ey, tts 8м. Ж 
将 它们 帘 为 ARC, 0) 序列 а, 一 p(B)s, WAHRE, Е 62 35 
一 小 节 , 它 的 平方 和 苯 数 的 极 小 值 为 【根据 (4.2.9) zü) 
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S(@a) = do — dFD-1d = N(? (0) — b'(0)f;(055(6)) 
由 于 OSEN) 与 8 有 关 ， 我 们 把 в, 的 模型 а, 一 р(В)в, 
中 的 参数 记 为 Pa. 其 中 上 式 фә 表示 对 Eis Ёзу tts бы 的 模型 参 
数 qo 的 最 小 平方 和 估计 . 因此 pa, Фе PLE ? (0) їп EO) = (7, 
(85, 7,58), "71a #,С0)), Ѓ,(Ө) 等 都 依赖 于 Ө, 同样 dws d, D 15, 
5042. S(@ə) 是 依赖 于 日 的 mx 的 平方 和 函数 ， 使 SC($p) 达 
BUMMER Ô, ,以 及 相应 的 a ЖП E SC 各) 就 是 8 和 吧 的 一 种 
分 离 方法 的 参数 估计 . 

例如 考虑 ARMA(1, 9) 模型 (1 一 Ф(В))и, 一 0(B)a,, W) 

8, = 0,8,1 + 0,60: 1 + + 0,8, А 
É! E-ga T Èg mT 77 m E, = 0 为 初 值 ， 对 每 个 给 定 的 8 {Е (8 
. 得 到 N 个 s, СВОЕ Ө) 之 值 ， 用 这 N 个 数据 求 出 9 的 最 小 平方 
和 估计 为 
Pea = 6( 0) 一 (> в-а) (> sl) 


| 1 1 N 2 рм үз. 
AO = ED (D еа) (26) 
= ? (0) 一 260) 
EZO 
在 所 有 可 能 的 Ө 值 中 《 即 在 可 逆 域 内 )， 选 出 使 上 式 40) 达到 极 
IMERI Ө, 便 可 得 到 月 和 吧 的 估计 . 这 种 方法 减少 了 最 小 平方 
和 估计 计算 的 复杂 程度 ,和 而且 精度 也 能 保持 相同 ,不 过 求 (9) 的 
极 值 问 题 仍 须 用 数值 解法 . 
s 4. 极 大 似 然 估计 与 估计 的 优 效 性 质 
一 、 似 然 函数 与 极 大 似 然 估计 | 
仍 以 wn 表示 正 态 ARMA (р, 2) 序列 的 一 发 取样 ， 它 就 是 N 
维 正 态 随机 向 量 的 样本 。 用 pCwn1B, D 表示 它 的 分 布 密度 , 其 
d (',0) = or 表示 w; 的 多 部 参数 ， 依 第 一 章 (1.2.3) 式 可 知 
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р(ш | B, 02) 被 ms 的 自 协 方差 函数 唯一 决定 ， 又 由 第 二 章 可 知 ， 
w, 的 自 协 方差 函数 由 如, 过 唯一 决定 ， 可见 , 当 Y 和 日 在 平稳 可 
逆 域 中 变化 , Æ (0, оо) 内 变化 时 , pwyl h, 02) 就 构成 一 个 特 
珠 的 N 维 正 态 分 布 密度 函数 族 , 我 们 用 F m ET. 给 了 一 组 参 
数值 a (HU p, 9 和 о2), ERE F pa 中 找到 一 个 相应 的 分 布 密度 
函数 р(аљ 18, i), BICH p(zosl a), | 

当 得 到 wx 的 一 个 样本 , 即 得 到 由 入 个 数据 组 成 的 序列 , 我 们 
由 模型 识别 判断 它 为 ARMA(p, q) 序列 的 一 段 样本 值 、 就 等 于 判 
BE ww 的 分 布 密度 是 属于 族 ,多 py， 前 面 所 介绍 的 参数 估计 ,就 
是 要 进一步 确定 w 的 分 布 函数 是 旋 F ra 中 的 那 一 个 ， 也 就 
是 要 把 决定 它 的 参数 a 估计 出 来 ， 根据 分 布 和 分 布 密度 的 定义 ， 
pian | а) 描述 了 了 当 ‚у а 为 参数 时 ,样本 值 wy 出 现 的 可 
能 性 的 大 小 ， 所 以 根据 上 面 的 叙述 , 当 我 们 由 取得 的 具体 样本 值 
ws 定 出 了 它 的 模型 为 ARMA(p, 4), 我 们 再 对 a 极 大 化 plwy] 
а), 令 其 最 大 的 一 个 记 做 pCiwn|&)。 这 说 明 当 e, 的 分 布 以 六 为 
参数 时 , 出 现 这 段 数据 wy 的 可 能 性 比 a 为 其 它 值 时 都 变 大 。 自 
然 , 可 把 这 种 方法 所 确定 的 总 称 为 ge 的 极 大 概率 密度 估计 、 为 了 
Ж plna) 的 极 大 值 ， 我 们 把 w 当做 固定 的 参数 量 , 而 把 a 看 
Ж ++ (=p + 2 十 1》 维 的 自 变量 ,为 了 突出 表示 这 种 函数 概 
念 ,特别 令 

. L(alwn) = р(юх |а) (4.4.1) 
称 工 为 ww 的 似 然 函数 . 上 面 所 说 的 级 大 狂 率 密度 估计 ， 就 变 成 
Ж Ка|шь) 达 极 大 和 值 的 问题 了 因此， 一 般 都 称 上 述 的 有 为 极 
大 亿 然 估计 ， 而 不 用 极 大 概率 密度 的 名 称 。 对 于 正太 分 布 来 说 ， 
wla) 是 指数 型 永 数 , 在 求解 极 值 问题 时 ， 采 用 以 下 等 价 的 求 
EEHEEHE HME 


Са | wy) = log L(a| wy) (4.4.2) 
1 称 为 ww НУРИ КРАК. TERERAA T 的 问题 又 化 成 
求解 以 下 方程 的 问题 , 即 
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一 = 0 (4.4.3) 


HE, 我 们 举 一 个 十 分 简单 的 例子 . 设 o, 一 а, EARE, 
RERO ARMAC, 0) РЕЙ. 如果 我 们 获得 了 м 个 数据 wy, DB 
5 


N ы ыды ы? 
一 —— tss. м? 
?ea 


рбиљм 104) = (2лол) > 


jw) 一 — log 2 — X log а? 


一 ы, 


ЕН | 
BO NN www 0 
Әп? 20? 20% 
жн 2 = С + А wh). 这 就 是 只 的 极 大 似 然 信 
计 . 

HTE ARMAC, 4) 序列 ,其 参数 的 似 然 函 数 及 极 大 似 
然 估计 要 复杂 得 多 . 下 面 仅 做 简单 的 讨论 , 某 些 烦 玉 的 论证 放 在 
附录 中 ， | | 

Ж w, ЖЕЕ ARMA 序列 ， 其 wy 的 分 布 密度 函数 为 《 邦 
(1.2.3) 式 ) 


os 四 一 
CT (во? 
(4,4,4) 


рм (424) 式 ， 再 用 (4.7 3) 式 ，wy NBA H 
函数 可 以 写成 
_ мы м а 58) 
Ка| ик) 2 log 2х + 2 log | Му 2 log а? 502 
(4.4.5) 


上 式 右 边 的 第 一 项 与 @ 无 天 . 在 附录 $3 中 还 证 明了 ， 
iog |] M | 有 与 N 无 关 的 上 界 . 而 上 式 右 边 的 后 两 项 是 与 N 间 阶 的 
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Ж. 所 以 , 当 入 较 大 时 ,为 了 求 Kaj wr) 的 极 天 值 ， 可 以 用 求 后 两 
MAIRA ЖОЛАЙ Вр (4.4.3) 式 的 解 可 由 以 王公 式 的 解 来 近似 ， 


а |м _ 508) _ =N ү 50) _ 
4 = 202 J _ 21} 7 (44.6) 


а] м _ 508) = .1_95‹8)| _ 
эй! z 22 Ta i 222 OB 0 C447) 


UREW 2 — L sÂ), 而 请 是 . 一 0 的 解 ， 这 正 是 本 章 


| 


$2 中 的 最 小 平方 和 估计 . emakumuntaytuprisequs, A 
以 我 们 叉 称 它 为 近似 极 大 似 然 估计 . 

严格 极 大 似 然 佑 主 的 求解 一 般 也 只 能 用 数值 解 汞 .因为 解法 
ЖП, ЖИИ ЛУНЫ. 在 数据 很 少 而 又 希望 尽 可 能 地 提 离 
估计 精度 情况 下 ,偶而 也 用 到 这 种 估计 ， 例 如 ,其 种 随机 现象 作为 
过 程 被 考查 时 , 每 次 观测 只 能 得 到 少量 的 数据 。 HE., 这 种 现象 ， 
却 可 以 重复 观测 . 也 就 是 说 , 能 够 获得 多 个 相互 独立 的 样本 数据 
ш (д = 1,2, D. 每 次 样本 长 度 六 不 太太 ,而 每 个 ар #6 
是 对 同一 随机 过 程 的 独立 观测 的 数据 ， 我 们 希望 对 每 个 ok Ж 
行 尽 可 能 细致 的 分 析 估 计 ， 然 后 再 从 这 ¿ 组 估计 决定 出 总 的 估计 
结果 .这 时 就 要 演 虚 使 用 严格 极 大 似 然 估计 方 尘 了 ， 如 果 仅 有 一 
组 ww, 同时 NN 又 很 小 ， 那么 邑 使 用 严格 极 大 似 然 估计 ,也 不 会 得 
到 很 精确 的 结 洪 ， 因 为 样本 长 度 太 小 , ЯАВ. 所谓 更 精 
细 的 估计 方 东 ,只 是 相对 于 粗 的 或 较 精 的 估计 而 言 的 ;并 不 能 指望 
用 它 来 克服 由 于 样本 小 所 带 来 的 估计 误差 大 的 困难 ， 

为 了 计算 严格 极 大 局 然 估计 , 还 希望 把 АКМА 序列 的 对 数 似 
然 琢 数 写 得 更 具体 一 些 , 读者 可 以 查看 本 书 附录 $5 3, 那里 给 出 了 
各 种 序列 的 分 布 密度 的 表达 式 . 


~ itak 


到 这 里 为 止 , 我 们 在 本 书 中 已 经 所 到 了 很 多 种 估计 量 了 ,比如 
Фа ôb bu 以 及 82 等 ， 统计 上 所 谓 的 统计 最 ,不 外 是 某 些 随 
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机 变量 或 随机 序列 的 样本 的 函数 ,给 出 这 种 函数 的 方法 称 之 为 佑 
计 方 法 , 例如 最 小 二 乘法 ,最 小 平方 和 法 , 极 大 似 然 法 ,以 及 很 多 没 
有 命名 的 方法 在 第 一 章 $5 第 三 小 节 中 ， 我 们 介绍 了 衡量 估计 
量 优 劣 程度 的 几 种 优 效 狂 委 念 ， 在 这 一 节 里 ,我们 讨论 ARMA FF 


列 的 参数 估计 的 优 效 性 质 ， 
研究 ARMA 序列 参数 的 各 种 估计 的 优 效 性 质 , ИЕН e УНА 
又 有 实际 意义 ， 不 少 文章 (如 19] 115] [16] [19]) Et pik K l 


然 估计 的 某 些 优 效 狂 质 .。 但 是 ， 如 在 第 一 章 $5 所 指出 的 那样 ， 
由 于 某 些 统计 著作 中 在 浙 近 优 效 性 这 一 概念 上 的 混乱 ， 即 把 本 书 
中 所 称 的 优 效 渐 近 正 态 性 与 浙 近 优 效 狂 《实质 上 是 渐 近 最 小 方差 
地) 混同 起 来 ， 也 选 成 了 时 间 序 列 分 析 中 参数 估计 的 渐 近 优 效 性 
概念 的 混乱 和 诬 误 ， 产生 这 种 混乱 现象 的 另 一 方面 的 原因 ,是 由 
于 估算 а= 4 — а 的 方差 阵 ваа" 时 过 到 了 困难 ， 有 的 文章 (如 
91) Ж Танаш 8 和， 改换 渐 近 优 效 性 的 定义 ,而 代 之 以 本 
节 中 所 称 的 优 效 渐 近 正 坊 性 ,但 是 却 保留 原来 的 名 称 。 有 的 文章 
(如 [11) 虽然 仍 用 原来 定义 的 渐 近 优 效 性 ， 但 其 论证 郑 有 和 错误. 
有 的 文章 〈 如 [4]) 还 引 人 了 新 的 估计 概念 ,以 绕 过 计算 raa 所 
带 来 的 困难 。 ОГНЕ АА, 我 们 明 移 渐 近 优 效 仁和 优 效 渐 
过 正 坊 性 为 两 种 不 同 的 渐 近 性 质 ,分 别 给 出 定义 ( 见 第 一 章 $5 第 
三 小 节 )， 就 我 们 所 了 解 的 情况 而 言 ,文献 中 较 多 地 讨论 了 ARMA 
序列 参数 估计 的 相 容 性 ， 以 及 渐 近 正 态 性 ， 至 于 第 一 章 $5 第 三 
小 节 上 明确 定义 的 浙 近 优 效 性 , 虽 有 文章 涉及 到 ,但 是 没有 兄 到 严格 
的 讨论 。 | 

在 本 书 附录 (主要 是 附录 5 5) H, 我 们 证 明了 , 对 于 正 态 AR 
(p, 0) 序列 的 参数 估计 (无论 本 书 介绍 的 那 一 种 ), 它们 具有 第 一 
章 5 5 第 三 小 节 所 定义 的 各 种 渐 近 性 质 ， 其 中 包括 首次 给 出 严格 
ERARA MAHE 20 

(a) 新 近 无 偏 性 :lm Ed — a’; 


(b) ФЕ: Tim 人 一 аз 


= [32 + 


| „fp ôL. Е 
Сс) 渐 近 优 效 性 : ваа 一 (ED) оу); 


D HEESE: (Na йо ra Ea; — ' 

(о 优 效 源 近 正太 性 : (= Z Ө Ya 的 分 布 渐 近 正太 
FOD. | 

这 一 结果 推广 到 非 正 态 的 AR 序列 情况 并 不 困难 。 至 于 对 一 
般 的 正 态 ARMA 序列 以 及 非 正 态 的 情形 , 是 否 仍 有 上 述 结果 的 问 
题 ,前 面 已 经 寞 笑 ， 除 性 质 (ce) 此外, 已 有 人 进行 了 不 同 程度 的 研 
帘 ， 此 外 ,最 近 的 文章 , 对 非 正 态 多 维 AR 序列 的 参数 倘 主 的 渐 近 
优 效 性 ,进行 了 较 细 致 的 研究 .总 之 ,在 渐 近 性 理论 方面 的 工作 还 
有 待 进一步 的 深入 研究 . | | | 

从 ARMA 序列 的 参数 估计 的 渐 近 性 质 中 可 以 看 到 , 估计 误差 
ай Еаё 的 Cramer-Rao 下 界 是 很 有 用 的 .在 近代 的 时 序 
分 析 文 献 中 , 常 把 它 称 做 信息 矩阵 ,并 记 做 

1 ы р. 
Ba Ja да да 
其 中 第 二 个 等 式 是 在 一 定 的 条 件 下 【〔 如 正 态 序列 ) 才 成 立 的 ， 我 

们 在 附录 s 4 中 将 给 出 较 宽 的 条 件 , 并 在 该 条 件 下 证 明 此 式 。 并 
旦 ,还 证 明了 AR(p,0) РЕЯ ЕБЕР: 


Fe 0 мұ 0 
мае pa АЛЕНЕ (4.4.9) 
Oe 202 29% 


АКМА (р, 4) PF26915 E SEE ЯТ ИТА: 
1, а L 0 
ма (о (ор) 19) 
其 中 Ка) 为 如 下 ARC + gq, O EF w, КИВ ЕВЕ, Bi! 
ФВ )0( В), = 1; С4.4.11) 
最 后 , 列举 几 个 常用 的 低 阶 ARMA 序列 信息 矩阵 之 逆 的 渐 近 
表达 式 ,: 


(4.4.8) 
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_ 加 1 А 1 一 Фф? O ` 
ARC 0): (wo 一 | ) 


2} 
АК(2, 0). 
1 一 фі — Фі + pa) 0 | 
JRC Фу, фаз 04) == n 十 p) 1 — p 0 | 
0 O 24 
MACO, 1): Ө, py = +( _ o ) 
204 
MACO, 2): с 
I—0 —6,(1+9,) 0 ' 
Ј5<9,, Ө, суш. 10: o | 
| 0 0 204 
ARMA(1, 1): 


Б.С, 9. а) Ss =. 


QU 90) (1—ж 1—6у(1— 00) 1 


Сф — 6) (4—9) 

РС == pu- 02) (1 — фб) {1 — 02) (1 一 9 o 
(g — 8} (р— 9) 

Ü 0 O- Jok 


在 实际 应 用 中 ， 根 据 这 些 公式 可 以 了 解 和 比较 所 得 到 的 倘 计 
值 的 误差 情况 ， 例 如 ,考虑 第 三 章 $ 3 中 模型 《2.1.16 e) BKE 
的 误差 ,此 时 模型 (2.1.16 е) АА ЕВЕ 


£ 6.8 5.3 0 

0 0 2 
‘注意 这 里 用 了 真 值 фо 0.3, 0 = 0.6, qs = 1，) 由 此 可 见 , 第 
三 章 §3 表 3.2.1 PCLO ф = 0.26, 5 Еф? BJ Cramer-Rao 下 


界 的 平方 根 {58 = 0.15 相 比 ， 超过 了 015, 但 仍 小 于 二 售 的 
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0.15， 这 时 ,不 能 认为 这 个 和 估计 是 很 好 的 。 而 在 本 章 $3 的 例 2 中 
外 的 最小 二 磁 估 计 为 0.3， 相 应 的 p = 0.00， 这 是 一 个 非常 好 的 
估计 . 但 是 ,在 实际 应 用 中 信息 矩阵 所 依赖 的 真实 参数 是 未 知 的 ， 
因此 ,只 能 用 它们 的 估 信 来 代替 ,以 此 来 近似 了 解 犀 计 的 误差 方差 
Ah. 

在 使 用 上 述 公 式 时 ,还 须 注意 两 点 ， 其 一 ,以 上 诸 渐 近 公 式 只 
在 有 远离 平稳 可 逆 域 边界 时 才能 有 效 使 用 ; H, pB), 0(B) 
的 根 相差 比较 大 时 才能 使 用 ARMA(p, 4) 的 信息 矩阵 的 渐 近 公 
A. ж Фф(В) 5 0(B) 有 相等 的 根 ， 则 信息 给 阵 的 逆 矩 阵 会 出 再 
发 散 现 象 , 即 它 的 个 别 元 变 得 无 限 大 。 例如 , 在 АКМА(1,1) Ж 
Ph, E p= Ө, 则 ww, 实际 上 退化 为 白 申 声 。 这 时 模型 参数 只 要 
满足 p 一 8， 它们 可 以 取 任 意 人 入 ， 因 此 对 它们 的 估计 和 便 成 为 无 意 
久 的 事 了 .这 样 的 参数 称 为 “多余 参数 "， 所 以 我 们 在 定义 ARMA 
FF, HEE p(B) У ӨСБ) ЖАР. (ЕЕ, 如 果 它 们 的 某 
个 根 十 分 相近 时 , 仍 会 产生 上 述 的 发 散 现象 ; 在 实际 应 用 中 , 如 果 
出 现 这 种 现象 , 可 以 降低 合计 模型 的 阶 数 , 以 消除 ФВ) S 0( B) 
的 相近 的 根 . 
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第 五 章 ”估计 模型 的 检验 与 改进 ， 


SL 估计 模型 检验 的 一 般 报 述 


客观 氛 界 中 蜡 现 的 随机 序 询 是 纯粹 的 АКМА 序列 者 并 不 多 
Mi, 用 АКМА 序列 来 描述 实际 中 的 随机 序列 ， 主 要 是 当做 一 种 
近似 手段 使 用 ， 根据 已 获得 的 数据 , 我 们 希望 用 这 种 描述 和 估计 
能 反映 出 真实 随机 序列 的 基本 统计 特性 ,以 便 进 一 步 在 预报 、 控 制 
或 模拟 等 课题 中 运用 这 些 特 性 ，、 所 以 前 两 章 讨 论 的 识别 和 估计 的 
HE, RERAMA АВІМА(р, 2, 4) ER CTER hit 
模型 ) 来 拟 合 真实 随机 序列 。 ETHER, 主要 遂 
过 实际 应 用 效果 来 检验 。 在 将 一 种 人 顶 计 模型 用 于 实际 之 前 ;最 好 
ЗЕ ДЗЗ БУНА К — ЕЕ, AACS LANE 
程度 如 何 ， | | 

蓝 别 一 种 估计 模型 的 好 坏 , 其 方法 也 是 多 种 多 样 的 ,可 了 以 根据 
实际 问题 的 不 同 要 求 采 用 不 同 的 方法 。 比如 ，, 车 建 立 估 计 模 型 忆 
仅 是 为 了 进行 预报 的 目的 ,这 时 : 常 按 合计 模型 对 已 有 的 数据 进行 
预报 (具体 方法 见 第 七 章 ), 然 后 把 预报 误差 的 平方 和 下 加 以 平均 ， 
一 般 说 来 ， 这 个 晤 坊 小， 估计 模型 与 真实 序列 就 符合 得 越 好 。 此 
外 ,还 有 所 谐 的 “过 氢 合 "法 ， 就 是 增 大 模型 阶 数 , 根据 样本 数据 重 
新 估计 各 参数 值 , 若 新 加 入 的 高 阶 项 系数 的 估计 值 很 小 ,就 认为 原 
来 的 估计 模型 是 合适 的 。 这 种 方 禧 的 计算 量 较 大 ,并 不 常用 ,只 对 
AR ЖЕБЕ, 

本 章 将 介绍 一 些 统计 检验 方法 ,以 鉴别 估计 模型 能 否 被 接受 ， 
这 些 方 靶 用 起 来 方便 , 适用 范围 比较 广 ， 其 主要 原理 是 统计 学 中 
的 假设 检验 理论 ( 见 16]27， 进 行 检 验 的 基本 想法 叙述 如 下 ， 

假定 z, 被 估计 为 АКІМАСр, d, 4) ВЕ], В СА Уе, — Ө 
《3B)ar， 那 么 а, = OCB СВ уа, 就 应 当 近 似 为 白 澡 声 序列 . 
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因此 , 若 能 从 z, 的 一 段 样本 求 得 а, 的 一 段 样本 值 а, ay, +++, ах. 
便 可 以 对 “a, 是 白 噪 声 序列 ”这 一 命题 进 行 统计 中 的 假设 答 验 ， 
如 果 肯 定 这 一 命题 , 就 认为 模型 拟 合 得 较 好 ; 若 否 定 这 一 命题 , 则 
模型 拟人 台 得 不 好 ， 在 假设 检验 中 ,显著 性 水 衬 吓 常用 0.01, 0.05 sË 
0.1 等 值 ， 这 里 包含 两 个 重要 问题 : 首先 ， 要 检验 a, 是 否 是 拍品 
声 有 至 些 可 供 采用 的 方法 ? ”关于 这 一 点 我 们 将 在 本 章 的 $2,53 
两 节 中 分 别 介绍 两 种 检验 方法 ， 也 还 有 其 他 方法 可 用 《如 ! 51. 
其 次 ,怎样 获得 а, 的 一 外 样本 值 ? 本 节 先 讨论 第 二 个 间 题 . 
假定 对 被 禾 查 的 随机 序列 х, 得 到 的 估计 模型 是 
gp( B)V3z, = OCB )а, (5.1.1) 


由 于 本 节 重 点 是 讨论 模型 检验 问题 ， 所 以 p(B), 0C) пу 2 Ж 
PA p MOER iwak) TRER $. ÊT. ЖЖ, 还 假定 原 
序列 有 一 段 样本 жү, ва, 0555 ан, 它 可 以 是 原来 用 以 识别 佑 Ай 
ААО Е DELEA ФТН А CIR Н ЕА] — ВЕЛЕ 
AFRE). 我 们 要 从 这 串 数 据 和 (5.1.1) 式 求 得 а. ВЖ 
{й. іа 92, = wi(z > 4), MJ (5.1.1) 式 可 写成 Е 
PLB Jw, = OCB Ja; (5.1.2) 

ERRE, w, 是 均值 为 零 并 与 z... 0 А ИО ARMA(p, q) 
序列 ， 样 本 值 titis Waris "wa 可 马队 z,.,z;, ``", 2N 获得 ， 
有 时 也 把 后 老 称 为 " 量 测 数 据 "。 从 《5.1.2) 式 可 以 得 到 

a, == O B )p В ув, = «(В ўш, (5.1.3) 
а, 称 为 用 (5.1.2) RAWA FJ wr (或 用 《5.1.1) RAHA z, ) 的 ” 残 
Ж”. COFRE JADI o, 的 样本 值 求 得 ， НР (я; ВЕ 
度 与 负 指 数 律 同 阶 , (5.1.3) 式 的 无 穷 和 可 以 用 有 穿 和 近似 。 于 是 
WEA шуа =E (иа аза" ten) 了 时， 


一 2 жишк, k= O +1,0 + 2,--., N (5.1.4) 


其 中 2 应 取得 适当 大 ,以 使 У) а 为 可 忽略 的 量 ， 当 (5.1.2) 式 
í =Q? 
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————  . m ` . 
— — a —— а n — P '—— 


为 纯 AR WRI gpg(8)w = a, 时, 则 

2 

= О+І,ОФ2,---, М (5.1.5) 
其 中 取 8 一 p d. 这 就 是 说 ， 当 估计 模型 为 AR 型 对 ,从 量 测 
数据 Sis "+ PN 可 以 得 到 准确 的 .相应 的 ” 残 量 - FAE Ags 
g+ tts an. 1—80 ARMA 模型 ,为 了 提高 aN > k= О) 
的 近似 精度 ,采用 以 下 的 公式 

= W =- > x; i — > ть; ыы 2, 
k=], 2, >, N | | (5.1.6) 


其 中 de 2, MEEDE, HARLEYS, BHH 2, у= 
Е,( wyl юм), = Ela wy), ËB 是 (5.1.2) 式 的 参数 向 量 . 
至 于 а, 的 具体 计算 方法 ,在 第 四 章 已 经 介绍 过 了 { 见 第 四 章 52 第 
二 小 节 )。 当 NN 较 大 时 , 这 样 给 出 的 a 与 真实 的 样本 值 很 接近 ,在 
进行 检验 时 ， 可 以 用 а, Ёз *""y AN» TEH dotis dotis " " "5 


ён. 


52. 自 相关 函数 检验 法 
设 His ду `" "s dy 是 日 噪声 序列 的 一 K Ai, 令 


LOPERS 


A (n, a) 一 Ба 13 (5.2.1) 


按照 第 三 章 SI 的 介绍 ， (nA (n, a), м/п 0, (na), л» міт 
ôk Сп, а)) ВІТИ РЕЖ ACO, I<). AA n RAKET, 
丘 个 量 近 似 为 相互 独立 的 正 态 A0, 1) 的 随机 变量 ， 于 是 检验 
a азу 7775 8, 是 否 为 白 品 声 的 样本 值 问 题 ， 便 转化 成 检验 上 述 
到 小 量 是 否 为 天 个 独立 正 态 200, 1) 分 布 的 随机 变量 的 问题 ， 
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一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 -一 一 一 一 一 -一 一 -~ ~- _ u _. 


K . ' K 
= > l п д, (s, a) F = s > 22 (п, a). f (5.2.2) 
k=1 k=i 


MEXR Ок EEEH EH EE 29 K BJr TL, 22 ANR. 1А 
fo 便 可 以 用 xk 表 进 行 检验 了 ( 见 [18]). 现在 具体 叙述 如 下 ， L: 
“a, 为 白 噪声 ” ЖАЛЫН» а 为 显著 性 水 平 ， 取 半 轴 (ЖЕ, co) 29 
TER, 根据 < 和 KK 由 统计 表 查 出 相应 的 Хк. E. S 后 计算 出 
Ок 2418. E О < Х2., ЙЕЛ, БПА (51155 
考查 的 序列 o 拟 合 较 好 . Ж Ок > Ж. WEERBR БА 
拟 合 得 不 好 . 
现在 将 常用 的 Xia EITE 5.2.1: 在 实际 应 用 中 ; 当 * 在 
жий ЕМ. K 9020-30, 显著 性 水 平 a W R 0.05 和 和 .0.01. 


表 5.2.1 uğ 


在 算出 ACi а) 的 基础 上 ， 也 可 以 用 一 种 比 六 检验 较 粗 的 
方法 进行 检验 .由 于 nA (n, а) (к 1,2, , К) 近似 为 独 
VES YC0, 1) 分 布 , 可 以 考察 一 下 这 久 个 值 , 其 中 绝对 值 不 
大 于 1 的 比例 是 和 否 约 为 68.4%, ЖАР 2 的 是 否 为 95.5%; 因为 
正 杰 变量 落 在 (一 6, z) 与 《一 20, 20) 之 间 的 概率 分 列 是 68.3% 
与 95.5%%， 若 经 答 查 后 ,上 述 两 个 比例 在 相应 概率 值 附近 ,可 认为 
估计 模型 拟 合 得 较 好 ,否则 就 认为 较 差 . 仍 以 《2.1.16 а) 为 例 ， fE 
300 TRER TARE t == д. — 0.42 aa. 用 这 一 
模型 对 a 进行 估计 ， 得 到 300 ARE W HX 300 个 数据 
计算 出 样本 相关 函数 值 , 我 们 把 前 40 个 值 列 在 表 5.2.2 E. 从 这 
些 数 据 中 可 以 查 出 有 28/40=700% 的 2,0300, a) 不 超过 
ЖОТО, 这 与 68.3% 是 相近 的 ; 有 39/40—97.% 的 ó, 
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(300, а) 不 超过 2 х0.058=0.116, 5 95.5% 也 相近 ， 因 此 经 
这 种 粗略 的 检验 认为 可 以 接受 第 四 章 所 给 出 的 (2.1.16 a) 估计 樟 
W, 


表 5.2.2 (2.1,16а)д ADRAS BD RR A HARK 


.052 | 
40 


| —0,083 
. даС300, a) 0.083 | 0.015 | 0.964 0.056 


À 9 10 


B300,2) |_ 


бһ(300, 2) 


ЖЕШ 22 06, RISH 


20 
Ох = 300 х $; 0300, a) = 24.91 


以 水 平 a = 0.05 Æ X Ж P(O, > 31.4) = 0.05, [N 2491 
31.4, P| ЕЖЕЛИ E ER AAMA S. 


53. NERE 
设 ш, 为 一 均值 为 零 的 随机 序列 , 令 ОА =< =, 
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zy COS 21 Ñ 
= (5.3.1) 


B,( 4) = J2 Sw ь Sin 2744 
着 6-1 
“жле t, 2, (|в. юва ) 时 ， 


2 5 { cos 2346) = 1, 2 > (sin 2x4} = 1 (5.3.2) 

LẸ B Е | | 
1.02) = АСАУ + ВЗА) 一 үї > sil (5.3.3) 

І.А) 称 为 а, 的 周期 图 , 它 又 可 以 写成 

1.04) = — 2 > “4 十 二 + 3, (> w; vaas) ) cos 2524 


k=1 
= 2 s: T соз 2хАЁ (5.3.4) 
k=l- 


这 里 的 fa = F- JE w Wp tts А ВЕЖ RHN ZAR. їз 
5) [у < оо, FE (5.3.4) 式 两 边 求 均 值得 


k m — o 


EI (4) = 2 < 4 一 1) удсоз2тАй (5.3.5) 
记 Е 
ent) 一 2 У) соза (2 > y, cos м) (5.3.6) 
由 于 此 处 限定 在 |o, >| 上 ， 所 以 称 gn2) 为 半 功 率 谱 密度 ， 
从 以 上 两 式 可 知 | 
lim E1,(2) = gu(1) (5.3.7) 
这 说 明 周期 图 是 半 功 率 谱 密度 的 渐 近 无 偏 估 计 . 又 由 于 


. 14] ° 


— .-— nA—-——UE Ñ... a T у ILU U Ñ UU: :- 


“1 
| cos2zlkda 一 0 (2 0) 
站 


以 及 D lra <, H (5.3.6) 式 进行 积分 可 得 


k=— 
“| 
L єнб1})44 = ro (5.3.8) 
特别 , 当 H, ЭЕ, y, = Ü (k > 0), 所 以 | 
нСА) == 2Y, (5.3.9) 


正如 随机 变 最 的 概率 密度 函数 УС) 《假定 它 存在 ) 与 其 分 布 
函数 F (z) 的 关系 一 样 , 半 功 率 谱 分布 图 数 被 定义 为 


саб) = ean (osit) (5310) 
显然 Gy (2) = y. 


和 根据 上 述 (5.3.7) 式 LO 的 均值 收 化 于 gn(2), 似乎 可 用 
І.(А) 29 gat4) 的 估计 ， 遗 刍 的 是 这 个 估计 不 是 相 容 的 ， 以 正 
ЖЧ а, 为 例 , 4 n — oo 时 ;利用 Baret 225, (Вр (3.1.7) 式 
或 (G3.1.8) 式 以 及 附录 52 的 (2.4) 式 ) 可 知 了 (14) 二 1,(4) 2ra 
的 方差 满足 

lim хагі,(2) = limE (2 У! ўа cos 2=m4 K ) 
-= (2yo F == 402 
此 式 说 明 无 论 怎样 加 大 样本 长 度 mn， 估 计 误 差 AG) 的 方差 开 根 
量 与 被 估计 量 gn(4) = ly, 本 身 几 平一 样 大， 因此 ,这 种 估计 是 
很 不 理想 的 ， 
现在 令 
à 1 
.Z,( 21) 一 |, Ipdp (o =< 1 =< L) (5.3.11) 
称 之 为 序列 w 的 积分 局 期 图 .关于 积分 周期 图 ,在 寺 面 相同 的 条 


ETF. ERER (参看 [5] ) 它 是 半 功 率 谱 分 布 函 数 GQ) 的 相 
容 估 计 , 而 且 给 出 了 最 大 误差 随机 变量 


-14 。 


= 
7 


„—|„#„(4) — G,(2)1 


<a 
的 渐 近 人 分布。 下面 我 们 仅 叙 述 在 这 里 要 用 到 的 有 关 的 一 些 结果 . 
设 平稳 序列 是 正 态 白 噪 声 , 不 妨 设 Ea 一 1, 于 是 Gn(4) 一 

21. к= — 20 Fis 


max У l 64) — 24| = max М |а) (5.3.12) 
аА ое 
的 分 布 收 你 于 随机 变量 


max IEC (5.3.13) 


gig 
А5, ЖН cC 为 Brown 运动 , 它 是 一 种 特 萄 的 正 态 过 程 ;3 БП 
HERH 
[E = 0 1 > 0 
ЕКСА) Сн) = тіп(4, и) 4, и 22 0 
max |G) її: 29 
agint 


(5.3.14) 


As(z) 一 P( max OAI <a) 


= У CAN GCV TONEY) 


кж 
— Фм 2 (25 — Dl (5.3.15) 
其 中 ply) RER AO, 1) 的 分 布 函 数 , 即 | 


1 z 
000 一 万 | с? dr 


我 们 在 这 里 举 出 几 个 Ае) 的 取 值 
表 5.3.1 (0,1/2} 上 Brown 运动 最 大 模 的 分 布 函数 值 
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Æ а, 255 777, a, 计算 出 (5.3.12) 式 的 取 值 , 着 选 定 a 一 1 一 
Ах) 为 显著 性 水 平 ， 就 可 以 作假 设 检 验 了 .比如 取 а — 0.01, 
Ш] А„(«) 一 0.99, 由 表 5.3.41 £H А,(1.99) = 0.99, Ж H (5.3.12) 
式 求 出 的 样本 值 比 1.99 小 ,就 承认 a, 为 白 琛 声 , 且 Ea = 1, И 
ЖАКАДА a, ЗОБ РЧ. 
在 实际 应 用 这 种 方法 时 ,还 会 遇 到 以 下 几 个 问题 . 
首先 是 关于 .YJ „(1) 的 积分 值 计 算 问 题 . 依照 A 的 定义 


公式 (5.3.11) 式 。 须 求 出 每 个 LU) (ае Го, +|) кий. 在 实 


际 应 用 时 ,只 能 用 数值 积分 代替 ,最 简单 的 办 法 是 用 等 间隔 分 点 的 
Riemann 和 代替 , 即 令 .FC0) 一 0 及 

тоа) 1 AESF Оа А (53.16) 
其 中 [m4] 表示 mi 的 整数 部 分 ，m 为 适当 大 的 正 整 数 ( 即 分 点 的 
个 数 )， 我 们 称 ОСА) 为 序列 的 积累 周期 图 , 它 是 阶梯 函数 , 即 


满足 

FPA) = Z (2), А < А < =! 
№ тр» ОО 时 ,由 积分 定义 可 知 

im Zza) = „(1) 

БАЖ › EHTE ШЕЕ TAAR RAHE ОСА) 近似 积分 周期 图 
Fa), SERRE a 很 大 时 ,又 常 取 m — n, ВП | 

spa- 5 г.(&), 0<4=< (5.3.17) 

# k= п 2 
而 .Z (0) = 0. | Е 
其 次 ,在 上 述 的 检验 中 都 把 Еа 1 MARERA Ea 一 

сї зе 1 又 应 当 怎 样 检 验 呢 ?8 这 时 ,我 们 要 做 一 个 变换 , 即 令 2 一 
= WJ Eh = 1, Mè TERREI., 再 用 以 上 公式 和 方法 检验 


Bir bas tts b, ( ba = 些 ) 是 否 是 正 态 白 噪声 列 (而 且 EH — 1) 
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Чит. 
但 是 ， 在 实际 应 用 中 ,一 ЖУ o; 是 我 们 待 估计 的 参数 ， 并 不 知道 
其 真 值 ， 这 时 又 不 得 不 以 4 К 9 使用， 由 于 帝 是 中 的 相 容 估 


计 ,所 以 当 * 较 大 时 ,名 与 且 相 当 按 近 , 真正 的 检验 是 对 2 '. а 


б 


“= 进行 的 . 


最 后 ,我们 归纳 一 下 用 周期 留 法 检验 а, 序列 是 否 是 白 噪声 的 
5. 

1. 利用 已 给 的 估计 模型 和 量 测 数 据 , 求 出 样本 值 аз, а, 55, 
a, 以 “ar 为 正 态 白 噪 声 , Ева, = 0, Еа} = 97 为 原 假设 ,以 “ 原 假 
设 不 成 立 ” 为 对 立 假设 . 


2. 由 (5.3.16) 式 (或 (5.3.17) 式 } 计 算出 Lari), -F 
у (2 Jo яте) 


3. ШНЕК a, 则 Aolx) 一 1—a, H AC) 的 
取信 表 ( 表 5.3.1) 查 出 相应 于 «的 值 .， 在 平面 坐标 纸 上 绘 出 G, 
9) атата, зне Gas ps 的 带 形 区 域 


W 


l ЖА) = A (45/20 


GUE 5.3.1). 若 二 维 点 列 э (2, 


а) u == |2) 


都 落 在 这 条 带子 内 部 ， 就 接受 原 
假设 ,否则 就 拒绝 原 假 设 , 世 就 是 
认为 所 给 的 估计 模型 与 量 浏 数据 
序列 拆 合 得 不 好 . 

ER RARA, ARRIE | 
是 正确 的 , 则 应 有 近似 公式 图 5.3.1 


* 4 


пах 1 t x -一 x _* = = 
¿63 "= (.)— %4] < =) = a a) 
因此 : 当 本 来 模型 正确 时 (或 者 说 拟 侣 得 好 ) :由 于 它们 是 随机 量 使 
我 们 做 出 错误 的 判断 《 即 认 为 掀 合 得 不 好 ), 这 类 事件 发 生 的 概率 
近似 为 а, 


54. 估计 模型 的 一 种 改进 方法 


如 果 经 过 前 面 所 述 的 检验 判断 模型 拟人 癌 得 不 好 ， 和 那么 一 般 说 
来 ,使 用 这 个 模型 去 解决 实际 中 的 预报 、 深 制 等 问题 时 ,其 效果 也 
不 会 好 .， 汶 此 ,我 们 应 设 尘 改进 原来 假想 的 模型 ,或 用 其 他 方法 给 
出 对 随机 序列 的 进一步 描述 ， | 

假设 2, 的 设想 模型 是 ARIMA(p, 4, q) 型 , 即 w, = Y'r, 是 
АВМА(р, 4) 序列 ， 为 了 讨论 得 更 广 沁 些 , 我 们 假定 =, 的 模型 是 

ФСВ)ч s, == c + OCB Ya (5.4.1) 
Яа 0, MH c = (1 — n, фо -++ — pe Ж d> 0 
Mj. 一 0。 运 用 上 节 的 方法 进行 检验 ， 若 认为 假想 模型 报 合 得 不 
好 , 则 可 利用 由 租 想 模型 和 量 测 数据 za, ж, -xn 计算 出 的 " 残 
Е "|8 Bis йау `" "s His 在 作 一 次 识别 和 估计 . 比如 得 到 的 结果 是 
a, 29 ARIMA(P, D, ОРЗ), ВП 
ФС B у?Ра, — @( B )ë, | (5.4.2) 
这 里 用 大 写字 组 P, D, Q, 0,88 K СЕБ оі) 等 ,是 为 了 区 别 
于 原 有 的 模型 ,它们 的 合意 仍 如 第 二 章 所 述 ， 也 就 是 遍 , 我 们 还 本 
以 用 (5.4.2) 式 的 模型 来 拟 合 <“ 残 重 序列. 当然， 局 样 也 可 以 对 这 
个 模型 按 前 一 右 的 方法 进行 检验 , 若 被 容 受 ,就 得 到 了 一 个 新 的 改 
进 后 的 估计 模型 为 
PEBJPCR) V z, = (B)? + 90( B)@(B)5, (5.4.3) 
ЖЖ D> 0, Mj Y?c — 0, ЩЩ ФСВ)с — (1 — ë, — Ф, — 
t.. — Öde, . 

从 原则 上 说 , 如果 (5.4.2) 式 的 模型 仍 不 被 接受 , 还 可 以 继续 

PRR, BERAR H, 很 可 能 实际 序列 已 不 能 用 这 


т [46 • 


类 模型 来 氛 合 了 ,党 要 对 序列 作 共 他 方面 的 分 析 ， 

在 第 三 章 中 介绍 模型 初步 识别 的 方法 时 ,混合 模型 阶 数 (P。9) 
的 确定 ,采取 从 低 阶 到 高 阶 逐步 尝试 的 办 法 .每 尝试 一 种 模型 ,都 
要 进行 模型 检验 ,如 果 不 合 要 求 ,就 要 提高 阶 数 ， 显 然 本 节 的 方法 
对 于 这 类 模型 识别 是 有 实际 意义 的 . 


$ 5. 分 段 氢 合 与 适时 拟 合 


对 于 一 个 从 实际 问题 中 提出 的 时 间 序 列 ， 我 们 总 希望 能 用 单 
一 的 ARIMA 序列 来 描述 它 , 或 者 说 ,至 少 在 我 们 所 关心 的 有 限时 
间 区 间 内 ,能 用 一 种 ARMA 序列 来 扎 合 它 , 这 样 会 给 应 用 带 来 很 
大 的 方便 .但 就 很 多 真实 的 时 间 序 列 而 言 , 把 它 的 某 一 小 自用 单一 
的 ARIMA 序列 来 拟 合 是 容许 的 ,而 若 要 求 在 更 长 的 区 间 里 用 局 
一 模型 来 拟 合 ， 就 很 难 通 过 检验 而 被 接受 .在 这 种 情况 下 ， 虽 说 
按 上 一 节 的 方法 不 断 改 进 , 有 了 时 也 可 能 通过 检验 被 接受 , 但 是 , 用 
阶 数 过 高 的 模型 来 折合 不 太 长 的 样本 值 序列 ， 并 不 是 解决 问题 的 
好 办 法 ， 因 为 这 样 会 大 大 降低 每 个 参数 的 估计 精度 .如 果 企图 用 
继续 加 大 样本 长 度 来 弥补 这 个 损失 ,在 很 多 实际 情况 中 也 不 理 椒 ， 
因为 ,真实 时 间 序 列 的 结构 十 分 复杂 , 随 着 所 短 虑 的 时 间 区 闻 的 增 
п, ВИШ АКУ НЕ Ж#Н Т. 为 了 使 这 种 比较 复杂 的 (一 般 不 
是 平稳 的 ) 时 间 序 列 也 能 用 ARIMA 序列 近似 描述 ， 我 们 提供 以 
下 的 分 段 拟 全 与 适时 氢 合 的 基本 想法 ， 


一 、 分 段 拟 合 方 法 


对 涤 些 难于 用 单一 的 ARIMA 序列 描述 的 真实 时 间 序 列 , 可 
以 进行 分 融 描 合 , 也 就 是 说 , 把 数据 分 成 若干 肌 , 在 每 段 内 用 一 种 
ARIMA 序列 拟 合 ,在 不 同 段 内 可 以 由 现 不 同 的 模型 .在 确定 了 分 
段 方 案 以 后 ,各 眉 内 的 识别 与 估计 完全 按照 前 面 忆 有 的 方法 进行 . 
本 市 所 要 介绍 的 是 如 何 确 定 分 段 方 案 ， 实际 上 ， 我 们 只 须 讨 论 
在 对 一 个 长 度 为 NN 的 数据 列 进行 拟 合 时 ， 怎样 判断 有 无 必要 分 成 
两 段 模型 的 问题 。 至 于 更 多 的 分 改 问 题 , 可 以 由 此 推广 而 得 到 解 
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决 。 这 种 判断 和 分 眉 拟 合 方法 ， 对 于 随机 序列 的 模 所 和 随机 信号 
变异 的 检测 也 有 参考 价值 ， 

设 有 一 个 长 度 为 的 样本 数据 列 ， 我 们 可 先 将 数据 大 致 平分 
АРУ Ж (或 者 按 其 物理 根据 给 出 分 展位 置 ), El N I+ N, = N, 
N, = N;， 对 各 自 数 据 分 别 进行 时 序 分 析 。 然后 利用 这 些 分 析 结 
果 ( 即 各 自 的 ARMA 模型 ) 来 判断 这 种 分 段 处 理 有 无 必要 . 

关于 这 一 间 题 ,我 们 只 讨论 一 种 特殊 情况 , 即 两 段 拟 合 模型 的 
阶 数 是 相同 的 ， 只 是 它们 各 自 的 参数 可 能 不 同 ， 假 定 第 一 段 的 真 
实 参数 与 估计 参数 分 别 用 а(1) = (B(1)', ol)) 与 à(1) = 
(ÈC), EOF 表示 ; 第 二 自分 别 用 а(2), 002) Жж. ЮЕ 
计 的 渐 近 正 态 分 布 狂 质 可 知 . 

á (1) — ¿<a (1), OD) 4062) — AN (a,(25, 002)) 

其 中 а), AG) 分 别 是 aG) 与 &G) 的 第 7 个 分 量 , ofi) 是 信 
息 阵 的 第 ; fr i 列 之 元 素 ， 寿 此 我 们 还 假定 2001) 5402) 是 渐 近 
独立 的 。 这 样 可 以 借助 于 假设 检验 方法 , 判断 a( 1) 与 a(2) 是 否 
不 相交， 以 “参数 а(1) = a(2)” 为 原 假设 ， 以 “参数 a(l) >= a 
(CO ж 74258 ,根据 独立 变量 和 的 分 布 可 知 , 若 原 假设 成 立 , 则 
z (1) 一 aif2) ~ (0, 91) + oi2)) 

因而 1w(1) 一 m2)| 不 超过 2w cg1) 十 .03(2) ARER 95.5%, 
而 超过 的 概率 只 是 4.5 多 ,在 信息 抢 阵 公式 中 找 出 AG) = valá 
G 的 表达 式 , 并 以 估计 量 AO 代替 公式 中 的 真 参数 ,然后 检查 
|&(1) 一 a,(2)! 是 否 超 过 2w oj(1) + 02), ARE Md, WA 
为 原 假 设 成 立 , 否 划 拒绝 原 假设 , 也 就 是 说 , 认为 有 必 才 进行 分 和 
We. i 

Din ЖЕЕ z, 的 样本 长 度 为 368 ,经 过 识别 后 为 AR(1, 

0) 序列 ,其 估计 模型 为 

xz, + 009ж,_, — z, 
参数 ф = 一 0.09， 但 是 ,经 过 前 一 节 所 述 的 模型 检验 后 , 1 
合 得 不 好 ， 为 了 改进 拟 合 效果 ， 我 们 可 以 采用 分 假 拟 合 ， 把 368 
个 数据 分 成 两 段 ,每 段 184 个 数据 ， 分 别 进行 参数 估计 ,其 结果 是 
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$ (1 = 一 0.29， (25 == 20.03. ЖЫЮ ШЕ! 4 кани | 
| var( à, ) = za 一 pi) 


P. N = 184 以 及 $G) = —0.29 和 фә 2) “== —0,03 分 别 代 人 
жні 


о 1) ак — zE! ети 


(2) = — 111 — (0.0321 = = 


[93(1) + ai = МО 0104 = 0,102 
但 是 |&( 1) — фС2)| = 0.29 — 0.03 == 0.26, 超过 2 х 0.102 一 
0.204. БАТЛ HERR RG tir e ek (hy. 


二 ,适时 氢 合 方法 


如 果 经 过 前 面 的 检验 判断 z, 不 适合 用 单一 的 ARIMA 模型 
描述 ,而 描述 的 且 的 又 在 于 解决 适时 最 佳 预 报 或 控制 等 问题 时 ,分 
眉 拱 合 往往 是 徒劳 的 .这 时 我 们 只 关心 此 近 现 在 的 一 段 历史 和 不 
TRKA z, 之 间 的 联系 、 即使 进行 分 月 拟 含 ， 也 只 须 权 后 一 
段 的 拟 合 结果 . 根据 类 似 于 滤波 理论 中 限定 记 杞 谈 疲 的 方 汛 《 见 
[20)), 我 们 提出 适时 氢 合 的 方法 ， 也 就 是 说 , 为 了 掌握 不 远 的 未 
来 时 刻 的 序列 值 与 舍 近 现在 的 一 自 历 来 值 的 联系 ， 我 们 总 是 根据 
到 目前 + 时 记 为 止 的 M 个 样本 值 zutis ж-н, 777 2, Е СВ 
适时 ) 地 进行 ғ, 的 模型 参数 估计 ， 不 断 为 预报 或 控制 提供 新 的 模 
型 参数 

蚀 如 为 了 报时 ， 用 几 架 天 文 仪器 对 同一 个 天 文 目标 进行 持续 
观测 ， 各 架 仪 器 都 有 观测 误差 , 为 了 提高 观测 精 罕 ,常常 把 这 天 架 
仪器 观测 的 结果 进行 加 权 平 均 《如 算术 平均 ) 确定 出 “ 真 什 ”, 而 把 
每 架 仪 器 与 这 * 真 值 * 之 差 称 为 该 仪 居 的 观测 误差 , 以 а, 表示 ,这 
жеш ААУ Ж, 其 中 + 表示 第 次 《例如 表示 第 上 个 月 )， + 
表示 第 i B. 如 果 根 据 六 个 月 的 3 历史 值 , 即 disto BeNi 
给 ёи 一 个 预报 信 5,， 那 么 把 这 误差 信 加 到 观测 信 中 去 再 去 参加 
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平均 从 而 得 到 第 :个 月 的 * 走 值 ” ,会 提高 精 麻 ， 因 此 ,可 用 时 间 序 
列 的 方法 建立 54 的 模型 并 预报 它 . 为 方便 ,下 面 都 记 2; 为 8,. 

我 国 天 文 工 作者 曾 用 序列 的 12 个 算术 平均 值 作为 预报 信 ， Rp 

# = 1. ‚еу 

也 就 是 说 ,把 ë, арин Ман, 

现在 用 本 书 的 方法 来 做 。 对 数据 的 分 析 结 果 表 明 , 如 果 限 制 
数据 长 度 不 超过 48 ， 几 乎 所 有 的 样本 Ses Bs t's 8. 都 可 
用 AR(1,0) 或 АК(2, 0) 模型 来 很 好 地 拟人 台 ; 但 是 对 不 周 的 : 
参数 的 变化 较 大 .根据 这 种 分 析 ， 我 们 用 适时 拟 合 的 方法 . 这 就 
ЖЕН г, 用 8.-а … ,8s 的 祥 本 值 求 出 AR(1, 0) 或 AR(2， 
0) 的 参数 估计 成 (站 来 ,以 此 为 参数 按 第 七 章 中 的 方法 预报 а,. 

例如 , 定 模型 为 AR(1, 0), 则 它 为 

(ó, 一 m(z)) 一 PLCS 一 w(t) = a, 

或 8) 


其 中 : (2) = = ;> &;—; 


(O = > Erman) > OO 

而 预报 值 为 
Š, == ple} 十 ¿(OG 一 pe) ) 

在 时 刻 z+ 1， 我 们 去 掉 最 早 的 数据 8,.w， 添 上 新 测 得 的 数 
F 8,, 然后 重新 估计 一 次 模型 参数 ,用 这 模型 来 预报 s... 以 后 如 
此 继续 下 去 . 

根据 上 海天 文人 台 的 计算 结果 表明 ， ЖИЗА ИКЕ ИЖ ЖОРУУ 
预报 方法 效果 要 好 ， 

举 一 数 值 实 例 . 对 一 台 等 高 仪 的 数据 进行 处 理 ， 将 1963 年 至 
1975 年 间 的 历史 数据 用 算术 平均 靶 进行 预报 , 算得 预报 误差 均 方 
恨 值 为 2.6 毫秒 ,采用 上 述 方法 , 若 以 AR(1, DHEA HARRE 
的 均 方 禄 值 汐 2.1 毫秒 ,用 AR(2,0) 为 2.0 毫 种 ,如果 将 数据 按 半 
个 月 一 次 处 理 , 其 至 十 天 一 次 处 理 , 还 可 进一步 提高 预报 精度 ， 
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第 六 章 ”序列 的 合成 .分解 及 季节 性 模型 


$1 序列 的 合成 


在 实际 间 题 中 、， 常 常 遇 到 两 个 以 上 的 相互 独立 的 随机 序列 相 
稚 加 的 问题 。 例如 信号 接收 机 的 输出 景 , 就 是 由 有 用 信号 与 干扰 
а ре. ДТД Н). 一般 干扰 噪声 又 是 几 种 相 达 独立 的 噪声 源 所 产 
生 的 噪声 量 的 又 可 ,比如 接收 机 内 部 的 热 噪声 ,信号 在 传输 中 受到 
干 抗 产生 的 噪声 等 等 ， 以 这 样 的 实际 问题 为 背景 , 我 们 提出 以 下 
的 时 间 序 列 分 析 中 的 合成 问题 。 Шш О 
我 们 只 考虑 两 个 相互 独立 ARMA 序列 的 登 加 问题 ， 多 个 的 
情 癌 是 这 种 情 部 的 简单 推广 ， 慢 定 
z, 一 ж + z  (6.1.1) 
其 中 z 与 z 是 两 个 相互 独立 的 ARMA РЕЛ], 我 们 要 讨论 z, 
是 怎样 的 序列 , 它 的 模型 阶 数 及 参数 值 与 两 个 分 序列 0021,2) 
的 模型 及 参数 的 关系 . 
hi 先 考 虑 #2? 与 zb 部 是 滑动 平均 序列 的 情况 。 设 
| -Dec |  (6.1.2) 
其 中 ӨВ) = 1 — ӨВ ~... — ePBT” (G= 1,2), 4 
q == тахі фф} 
ДМ уу == Е(20920%,), 由 于 20 与 z) Нан, Да 
= E(z,z,+k2 一 EC er) + ЕС ®а,) == yg + yË 
(6.1.3) 
ХНТ rP, re 都 是 截 尾 的 ， 所 以 ул PEREN. MERAH 
k > 4 ух = 0, WE, z, E: MACO, q) 型 序列 ,暂时 记 散 
z, = OB 3a, (6.1.4) 
根据 附录 $1 可 知 ; 只 要 eC) HA-A EAR, ӨСЕ) 就 一 定 
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是 可 逆 和 的 。8(B) 的 系数 可 由 Ө ( B)G = 1,2) ЖЕШ. ЖШ 
实 上 ,因为 已 知 (6.1.1) 式 的 z, 可 表 为 46.1.47) 式 的 模型 ， 所 以 它们 
的 自 协 方差 函数 应 该 相等 ,这 样 使 可 建立 如 下 的 关系 式 , 妈 
A1 + @ + +++ 02) = [1 + (897 十 + + СӨ) 
+ ol + (ӨР)... 600271 
0 一 外 十 99 十 :二 -Do 一 n( —8M 6060, + - - - 
+0909) + 0—00) 
+ oP, ++ 
@? 67), Җ==1,27,***,4 


(6.15) 


其 中 0 ~ Е(20У. ЖЖ 9 十 1 阶 非 线性 联 立 方程 式 , 右边 都 是 
Б, 左边 有 2 十 1 个 未 知 量 ， 一 般 说 来 , 它 的 解 可 以 有 多 个 ， 
我 们 只 能 从 其 中 挑 出 满足 可 逆 条 件 的 解 ， 在 4 一 1 时 , 容易 给 出 
o: Ж 0, 的 解 的 表达 式 。 除 此 以 外 ， 通 常 求解 (6.1.5) 式 都 要 用 数 
ERE. 一 般 情 况 下 0, >= 0; 但 在 1 m g; 而 县 60. =m — 8? 3 
В Ө, = 0, 即 C6.1.4) REEE q BARESEA. 
现在 考 虚 分 序列 为 一 般 ARIMA FE JBS {т.е Ж 
ARIMA (р, 4;, 41》 序列 ,其 参数 为 PPG 1,2), M 
ф?С Вуча?) = ONCB Ya . (6.1.6) 
+ В фов) Б pCB) 没有 相同 的 根 。 在 有 相同 根 的 情形 ， 
读者 阅 下 文 后 自 能 处 理 ， 令 d 一 тах! 4,, d;}， 则 
POB )ф®СВ ув, — pI В)ф'®СВ ууа ® 
+ pCB)PHI В`уу#&{® 
m PIB BT as 
+ pO BJO BYV hat (6.1.7) 
їп p B)OO(B)V =B), p(B)MBIVT HMB), 
注意 4 一 路 和 4 一 由 至 少 有 一 个 为 堆 . FRES 


у = (В уай, у? — B в уа) (6.1.8) 
ME REDATE. hAm, ВАРЕЗ 
| у Уо у” z (6.1.9) 
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为 MACg, 0) КЕЎ], BF 


Fe 一 ӨС В )а, 
其 中 
g = maxí p, + d — di + ар F d — 0,4 p} (6.1.10) 
再 令 | 
фФӘ(В`ур®СВ)) = gp( B), р p, + р, (6.1.11) 
可 见 合成 序列 z, 适合 于 如 下 的 模型 
ССВ )ух, = 0(B)a, (6.1.12) 
也 就 是 说 ， 两 个 独立 的 ARIMA 序列 之 和 仍 是 ARIMA 序列 , 其 
阶 数 和 各 参数 之 值 由 以 上 诸 式 给 定 . 


在 实际 应 用 中 ,最 常见 的 合成 是 210 为 АВ1ТМА(р,, do 2.) Pr 
列 及 г; аж „Ыр 00 ао H БА 
2, =ж 20 + qË) | 
29 АКІМА( pis di, 4) 序列 ， 其 中 gq 一 maxi 4, b, 十 di}. | 
和 例如 Ve — (1 — 0HB Jaj, z = 000, M| z,— z + zÉ 
的 模型 为 
Te, = (1 — ӨВ )а, 
$ w, = Vz, == 9200 + GaP = ah — 00940 + 22 — 2), FË 
由 z, 的 两 种 等 价 的 模型 表达 式 可 得 
{ез == (1 + Өө = [1 + OR] + 20 
Y (e) = — 801 一 — 0001 一 02 
L Kaun aje l ИЖ, Hk HA AA В 分 别 表示 ,于 是 上 式 可 简写 成 
[0o = A 
1—00 = В 
HEET о: 可 得 
еъ (9 +1=0 
В 
设 其 解 为 х, 和 х2, ЕЖ “rml, Arhi |=, | =< l, 于 是 解 出 
6 = ху, = 一 二 ， 这 就 是 合成 序列 的 模型 参数 值 。 现在 给 出 本 
L 
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例 的 一 组 具体 数值 : 00 一 05， R= ol— 1, MU 4 一 二 ， В 一 


3 2 : 2 3 3 9 
一 一， x = —, x= —, Ü = —, s; нә — X — = 2, 
2 于 是 1 3 `° + 3 3? 2 2 4 


2 序列 的 分 解 


本 节 讨 论 一 个 与 序列 合成 相反 的 问题 , 即 序列 分 解 问题 ， 当 
我 们 已 知 几 个 狐 立 的 哺 机 序列 的 合成 序列 的 模型 时， 能 否 求 出 每 
个 分 序列 的 模型 和 佐 数 值 呢 ? 在 实际 中 这 类 问题 比 合成 问题 遇 到 
FES. 例如 :在 水 泥 生 产 自 动 控制 中 ,需要 知道 窗 内 其 处 物料 的 
温度 ,但 是 测量 时 常 带 有 随机 误差 ,如 何 根据 基 测 序列 的 统计 特性 
求 出 真正 温度 序列 的 统计 特性 呢 ? 又 如 在 测量 陀螺 漂移 率 时 , 测 
量 系 统 也 带 有 噪声， 那么 如 何 从 测试 记录 数据 中 求 出 陀 娃 深 移 率 
的 模型 呢 ? 等 等 ， 解 决 这 些 问题 都 要 用 到 序列 分 解 方 法 . 

我 们 这 里 只 讨论 两 个 独立 序列 和 的 分 解 问题 . 即使 如 此 , 如 
果 不 再 加 其 它 约束 条 件 ,一 般 来 说 ,这 种 分 解 问 题 芭 得 不 到 唯一 的 
解 ， 例 如 АКМА(1,1) 9], 它 既 可 以 由 一 个 ARMA(1, 1) 序 
列 与 一 白 品 声 合成 ; 也 可 以 由 一 个 ARG, 0) 序列 与 一 号 品 声 合 
ВЕ СТЕ А, ЛА ШИЕ). НЕГ, ,为 使 分 解 问题 有 意义 ,至 少 要 假 
定 每 个 分 序列 的 模型 阶 数 是 已 经 给 定 的 ， 不 难看 出 , 即使 在 莹 加 
这 项 假定 之 下 , 世 还 不 一 定 能 给 出 唯一 分 解 . Б, КАЕН 
列 mw， 要 把 它 分 解 成 两 个 狐 立 的 白 噪 声 之 和 ， 虽 然 这 里 每 个 分 序 
列 都 给 定 了 机 型 阶 数 《 即 都 是 АКМАСО, 0) 型 )、 然 而 所 得 到 参 
数 关 系 式 只 有 n= eito 因此 仍 得 不 到 有 和 的 礁 一 解 ， 那 
А. 在 求解 ARMA 序列 的 分 解 问题 时 ， 除 了 需要 预先 知道 这 两 
个 分 序列 的 模型 阶 数 外 ,还 要 水 加 哪些 条 件 ,才能 把 每 个 分 序列 的 
模型 参数 定 出 来 呢 ? 这 是 本 节 要 讨论 的 重点 内 容 之 一 ， 下 面 就 不 
同情 况 分 别 胡 以 研究 . 

首先 分 析 自 问 归 部 分 的 可 分 解 条 件 . 由 合成 模型 与 分 序列 模 
型 之 闻 的 自 回归 部 分 的 关系 (6.1.11) 式 可 知 ，. 
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一 一 -一 :一 -一 -一 一 一 


ФСВ) 一 pB) B), ре р + р, 
IN ik, 为 要 从 p) CAA pp, 产 已 知 的 条 件 下 ， 唯一 分 解 出 р” 
(B) 和 ®( B) 来 ,一 般 必 须知 道 PCB8) G 一 1, 2》 中 的 一 个 . 
或 当 包 和 关中 有 一 个 取 堆 时 ,例如 h= 0, p = p, 这 时 只 可 能 
是 p(B) = Ф(В), g B) = 1. 
其 次 讨论 请 动 平 均 部 分 的 可 分 解 条 件 ， 设 合成 序列 的 滑动 平 

殉 部 分 为 由 BYa,， 由 上 一 节 (6.1.7) 式 可 知 ， 如 果 能 分 别 求 出 
GCB) M 62(B), B p2(B) 及 p(B) 在 上 面 的 条 件 下 是 可 分 
解 的 ,那么 ,由 于 

@'5( B) = pH BION BYTE 

вав) 一 р®( B )0@( B IV 7 (621) 


而 d, dis ds 是 已 知 ; 于 是 OOC), OOC) дЫ РАК Y. РИШ ` 


关键 在 于 如 何 确定 出 《6.2.17 式 左 方 的 两 个 下 的 多 项 式 ， 注 意 , 上 由 
(6. 1. 9) AA Fe 是 MACO, 4) 序列 ，y iD E МА(0, oi F) 序列 (i= 
1,2), 其 中 | 
4% == р; +а+а—4, 47 = p, + qa +4 — 4. 66.2.2) 
再 由 (6.1.5) 式 便 知道 分 序列 у 的 参数 СЕП (6.21) 式 的 系数 ) 与 
y 的 参数 的 关系 趟 ,而 由 (6.1.7) 式 又 可 知 ”的 模型 为 
y, = pY B)g'2( B)V3z, == p(B)Vs, = ӨСВ)а, (6.2.3) 
即 合成 序列 的 消 动 平 淘 部 分 ӨС B) 的 诸 系 数 恰 为 y WASA. ЕН. 
(6.2.1) 式 可 知 , 每 个 8 站 都 是 Ө, Ө ---, 0 (i — 1, 2) 的 线 
性 沙 数 ,于 是 ,代入 (5.1.5) RREH Ө 5 09, 63 的 关系 式 
(AC аер) = APOS + ой) | 
co 一 十 0.0,. tte + Oga) = 9 十 9) 
k — 1,2,:--,9 ` (6.24) 
其 中 POO) 都 是 69 ЛИ, APO) В у BJ iB. 
方差 函数 ， 至 于 能 否 由 (6.2.4) REE 60M0 É AM ol ж, 
分 以 下 三 种 情况 进行 讨论 . 
L. 4 过 十 和 十 1 Bf, 8р C624) 式 中 方程 个 数 小 于 未 知 量 
的 个 数 , 这 时 一 般 不 能 唯一 定 出 分 序列 的 未 知 参数 . 
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2. q = а + q, + 1 FF, WAE (6.2.4) 起 的 未 知 量 个 数 与 方 
程 个 数 一 致 。 昌 然 这 时 一 般 能 够 唯一 地 解 出 о®, 0 和 о, ө 
Ж, 但是; 为 了 使 这 些 解 属于 相应 的 可 道 域 , 即 0202) = 0 的 根 
都 在 单位 区 外 , 而 且 天 盖 0， 还 必须 在 昌 满 足 基 些 约束 条 件 下 才 
能 实现 有 意义 的 分 解 ， 

3. q> 2 + q, + 1 Hf, 到 (6.2.4) 式 的 未 知 量 个 数 少 于 方程 
个 数 ， RHEA, LOAK q + 1! 个 方程 中 只 能 有 4А? 
个 是 独立 的 , 否则 可 能 出 现 予 盾 方 程 而 没有 解 ， 因此 只 有 对 8 加 
土 更 苛刻 的 约 东 条 件 才 可 能 分 解 ， 

综合 上 述 可 以 看 出 ,关于 ARIMA(p, 4, 4) 序列 可 分 解 条 件 
АЖ J e k FEB E Ze UNIK RJ. 下面 我 们 仅 对 几 种 低 阶 模型 的 
ЕА АИЯ В. 

Pi L. it z, 为 ARMAG1, 1) 序列 , ВВ 

(1 一 pı” г, — (1 — 0,B Ja, 
其 中 yp, 6,, 中 已 知 , 要 把 s, 分 解 为 ARC, 0) 序列 200 55 PBB 5 
序列 a 之 和 ， 求 其 各 参数 p, at CECe 小 — 01) HEG PY 
= 02) 之 值 . 
首先 由 于 q= 1, g= z — 0, 所 以 а= +g + 1 以 及 
ф® == gp, @%(B8)=—= 1, XR) —1 — pB 
将 它们 代入 56.1.5) 式 可 得 
| r r eb 
са, 一 бф, 
йз ЖЮ ЖШ ol оз ИШ. АЕТ ШЕ ЕЈР ИЙ 
须要 求 q, M 8, ЕГ ТАЈНИ: 


0<о}= 7, 0 <a + 9) — t+) 
Ф. Pi 


(6.2.5) 


即 
1+0. & 


і +ф p 
П Е Сфи, Ө) МУЗА ДАЧЕ аа) ЖЕ Е, БП 


= 1586 = 


dp, > 0, (6.2.6) 


{pi < 1, 10,1 <1 (6.2.7) 
Ж (0,, pi) 平面 上 给 出 满足 (6.2.6) A (6.2.7) AA BJ X Ek, 图 
6.2.1 中 区 域 4 和 8 即 是 . 为 使 ARMAC, 1) EARE gH — 6 
成 ARCI, 0) FAS ORE ДЕ AA, 参数 (Ors 1) 必须 落 
在 区 域 4 或 3 中 


E 6.2.1 上 ARMACE，L7 序列 可 分 解 域 


#12. ite, Ж АКІМА(1,1, 2) ДЕЎ], ЫП 
(1 — Ф.В), = (1 — 0,8 — 0,8?)а, 
其 中 p, 6,, 8, 和 是 这 个 合成 序列 的 诸 参 数 ， 要 把 它 分 解 成 中 
与 只 的 独立 和 其 中 zo Му ARC, 0) 序列 , 22 20 ARIMA (0, 
1,1) 序列 , 求 zs 扩 的 诸 参数 之 值 。 设 
(1 一 ping уг” == g! (1) 
a! = (1 一 g nB yata 
容易 知道 ，pi? = p, XR} (6.2.1) AAH 
@DX(B)= 1 — ӨВ = 1 — В 
ӨВ) = 1 — OPB — ӨВ? = (1 — ф.В) (1 — 0028) 
= 1 — (p, + 6012) В 十 p OPR 
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代入 (6.2.4) 式 {或 (6.1.5) A) 可 得 
о1(1-+61-Е861у 一 201 + ай I+ Ср, HODR (ф,02)°} 
94 —8,+ 8,9,) = —0—0 Ф +002 ф.020, +62) (6.2.8) 
— r, == ip, 0P . 
ЕЖА, g 一 2, фа 0, ф,== 1, а = Ф + g; + 1. 为 了 使 得 
能 有 唯一 合理 的 分 解 :合成 序列 z, 的 诸 参 数 应 当 使 46.2.89) 式 的 解 
ої, RER, 而 且 [019] < J; 为 此 必须 要 求 ф., 0, 10 0, їй — 
定 的 约束 条 忻 , 这 里 不 去 详细 讨论 了 ， | 
@ 3. 设 2, 20 ARMAC(2, 2) 序列 ,其 
(1 — pB 一 Фф,В?)ғ, = (1 — 0,B — 8,B°?)a, 
其 中 请 参数 为 已 知 。 要 将 s, 分 解 为 ARG, 0) 序列 z SARA 
序列 z) 的 独立 和 ， 求 分 序列 的 参数 p, pP, осі, МЕН 
(6.2.1) 式 容易 知道 
ONE) = 1, ВСВ) = 1 — Ф.В — ф,В? 
EA (6.2.4) = Сэй (6.1.5) AJTE 
©К 1 t Ө 60) = ої + 0201 + g 1) 
0—6, + 8,9,) = с —ф, + ppa) 6.2.9) 
0:6 = фа 
XAM g= 2, а= 0, 2, = 0, РЕ ТУ р + +1. H (6.2.9) 
式 可 以 看 出 ,三 个 方程 式 只 有 了 两 个 未 知 数 о 和 о, 为 使 它们 有 解 ， 
由 后 两 方程 分 别 解 出 的 o; 必须 相等 ; 义 为 使 解 有 意义 ,必须 a> 0 
fi> 0, 为 此 对 参数 po p MA, 6, БТУ ЖЕТЕ БЕ 
б, 0,61 — 60,) — Ü 
Pi Ф.С1 一 фу) 
1+0 +6. Š; 
l + фі + @š Ф: 
WREE (G Ө,, Po р.) AFTER 4 РЧА S RAAF 
区 域 , 那么 由 于 约束 条 件 (6.2.10) 式 中 包括 有 “等 号 ” 约 东 ， 参数 
(0,, д,, Pis Ф) —Ñ% R BET FH ERR Z [B] rh реу 2 ВТЕ LUA. 
我 们 用 样本 数据 给 出 +, 的 模型 参数 的 估计 值 Š = (ф,,ф,, Â Âa) 
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(6.2.10) 


虽然 依 概率 收敛 到 真 值 8, 但 户 在 六 的 邻 域内 可 以 随机 取 值 ， 而 
且 渐 近 多 维 正 术 分 布 ， 所 以 落 在 一 个 妖 维 的 超 曲面 土 的 概率 是 可 
忽略 的 。 因 此 (6.2.10) 式 的 条 件 是 相当 苛刻 的 . 

为 了 克服 这 一 困难 , 当 合成 序列 的 估计 参数 Д CW Е Py Ж 
#:Сап (6.2.10) 式 ,(6.2.6) 式 等 ) 时 ,根据 户 在 一 定 意义 下 收 钱 于 
В, 我 们 可 以 在 让 附近 找 一 个 与 它 靠 近 的 、 又 满足 约束 条 件 的 B* 
来 代替 它 ， 然 后 用 第 五 章 的 方法 对 A 进行 检验 , 若 能 够 接受 , (Н 
用 这 组 参数 进行 序列 分 解 。 若 不 能 接受 ,问题 就 比较 复杂 了 ,因为 
这 种 否定 原 候 设 的 原因 太 多 了 ， 其 中 有 的 因为 原 合 成 序列 不 是 指 
定 的 两 种 分 序列 的 独立 和 ， 因 此 , 在 检验 不 能 接受 局 而 肛 与 外 
相差 又 远 时 ,应当 汰 虑 其 它 阶 数 模型 的 分 解 的 可 能 性 . 

由 以 上 分 析 可 以 团 到 ,序列 的 分 解 问题 一 般 是 难于 解决 的 ,而 
”在 实际 中 遇 色 较 多 的 分 解 问题 ,往往 是 将 ARMAC, g) 序列 分 解 
为 ARMA(p, q) EJS ЕЩЕ НЕ N, 的 独立 和 ， 即 

z, = 200 -二 N, (6.2.13) 
前 面 提 到 过 的 陀螺 泽 移 模型 的 测定 问题 ， 就 属于 这 种 分 解 ， 其 中 
210 天 示 陀螺 的 真实 漂移 过 程 ，N; 表示 测试 设备 的 噪声 ， 一 般 我 
们 只 能 得 到 它们 的 合成 序列 =, 的 样本 值 ， 而 要 估计 的 是 219 的 入 
型 参数 ， 我 们 可 以 先 对 = 的 模型 进行 识别 , 并 作出 参数 估计 ;, ЖА 
后 再 根据 本 节 介绍 的 方法 进行 分 解 . 因为 只 有 当 >а + 1 时 
才 可 能 进行 唯一 合理 的 分 解 ， 所 以 我 们 可 以 分 别 取 200 ARMA 
(p, 0), АВМА(р, 1), -+°, ARMAC, 4—1) 等 模型 进行 分 解 
揭 党 试 ， 从 中 选 出 合理 的 分 解 来 。 如 果 一 个 也 选 不 到 ， 则 应 拒绝 
MY, 与 并 独立 或 N 为 白 噪 声 的 假设 ， 再 考虑 N, 为 复杂 一 些 的 
ARMA FFl, 


$ 3. 季节 性 模型 


在 不 少 实 际 问 题 中 ， 呈 机 序列 的 变化 包 合 很 明显 的 周期 性 规 
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律 。 比 如 ,我 们 在 第 一 章 41 中 所 举 的 例 2 就 是 一 例 、 固 定海 域 的 
海水 温度 的 变化 有 一 定 的 随机 性 ,但 是 ,逐年 间 文 有 很 强 的 相似 之 
处 , 郧 类 似 于 年 局 期 性 的 规律 ,这 种 规律 是 由 于 季节 变化 的 原因 所 
引起 的 。 其 它 与 自然 现象 有 明确 联系 的 时 间 序 列 , 如 气温 、 雨 量 、 
用 电量 .用 水 量 等 都 有 类 似 的 规律 ， 

本 节 里 ,通过 对 页 个 具体 例子 的 分 析 , 介 绍 关 于 含有 季节 性 周 
期 规律 序列 的 特殊 处 理 方法 ， 

在 绪论 和 第 一 章 中 ， 我 们 兽 提 到 电力 负荷 的 例子 ， 如 果 雇 ғ, 
表示 z 时 刻 的 用 电 负 荷 量 ， 以 一 小 时 为 采样 间隔 ,那么 容易 想象 ， 
序列 z, 将 包含 24 小 时 的 局 期 性 变化 【《 见 绪论 中 图 三 )， 一 般 上 午 
有 一 用 电 高 蜂 , 晚上 又 有 一 用 电 高 峰 ; 中 午 有 一 用 电 较 少 的 低谷 ， 
深夜 则 出 现 -- 天 用 电 最 少 的 低谷 。 妇 果 纵 观 各 年 用 电量 的 数据 序 
列 , 则 又 可 以 发 现 与 四 季 相 应 的 用 电 变 化 .而 且 , 各 星期 间 的 用 电 
波动 情况 也 会 有 某 种 相似 之 处 。 这 就 是 说 , 在 长 时 间 的 用 电量 变 
化 序列 中 ,包含 了 多 种 周期 性 变化 的 趋势 ,此 外 还 会 有 不 断 增长 的 
趋势 ， 对 于 这 种 较 复 杂 的 随机 现象 ,有 很 多 揪 述 方法 ， 例 如 ,可 以 
用 三 角 函 数 与 多 项 式 函 数 的 混合 回归 方法 ， 把 这 些 趋 势 性 变化 的 
部 分 用 非 随 机 函数 来 描述 ， 然 后 再 对 其 残余 量 用 本 书 前 面 介 绍 的 
方法 进行 时 序 分 析 。 又 如 , 可 以 把 一 个 周期 长 度 等 于 + 倍 采样 间 
隔 的 随机 序列 z, 看 成 是 :个 相互 独立 的 ARIMA 序列 Zas Zeti» 
12 交替 出 现 的 结果 ， 其 中 每 一 序列 
的 采样 间隔 都 是 原 间 隔 的 t. 雇用 电量 为 例 , 考虑 周期 为 24 小 
时 ,我 们 可 以 把 每 天 夯 定 第 让 小 时 《如 早上 从 卜 , 即 ;一 8) 的 用 电 
ËL tyr (z л 58 136,2 0,1,2, ` -) Е — БЕРЕ, 3 
用 通常 的 ARIMA 模型 描述 它 ， 这样 , 分 别 取 从 第 1 小 时 到 第 
24 小 时 ,就 可 以 用 24 个 ARIMA 序列 的 交替 出 现 来 描述 z. (828 
实 上 ,序列 Zes masa ts виза 之 间 往 往 并 不 是 独立 的 ,所 以 用 
这 种 方法 并 不 能 完整 地 反映 序列 z, 的 全 部 联系 ， 为 了 全 面 研究 
它 的 统计 性 质 ， 还 可 以 把 Czas Фифа» `" "5 Zat) 当 作 一 个 维 
随机 向 最 序 列 进行 分 析 , 但 这 样 做 又 会 在 计算 上 带 来 很 大 的 麻烦 ， 
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жз, 我 们 将 采用 一 类 栈 茶 数 的 АММА 模型, 即 “ 季 节 
HERE”, ia s 为 一 正 整 数 ,一 个 和 机 序列 2, 如 果 它 符合 于 以 下 
АУА р | 
ФС B:'3VPz, 一 O(A, (6.3.1) 
WER z, 是 周期 为 :的 季节 性 序列 ，(6.3.1) 式 称 为 季节 性 模型 ,其 
中 


у, == 1 — B, 7? == (1 — BD)? 
P(B} = 1 — Q, B' — pB” —--- — @ B” 
@(B:) = 1 — ӨВ’ — B,B2 — .-. — „В? 
车 D = 0 Б, ДИА Ai ARRE. 
PCB Je, = C + BCB JA: (6.3.2) 


(6.3.1) ЯП (6.3.2) 式 中 的 A, 一 般 不 必 是 白 噪 声 , 而 可 设 它 是 男 一 

ARIMA(Əe, 2, 3) 序列 : 

| ФСВ)ч? А, = 9(В)а, | (6.3.33 
联合 (6.3.3) 和 (6.31) 式 , 便 得 到 

| ФСВУФС В"), = 0(B)Ə( В°)а, в, = VIPs, (6.3.4) 

-我 们 称 它 为 乘积 型 的 季节 性 模型 ,其 阶 数 常 用 〈P,d, 4) х (Р, D, 

Q), 表示 。 我 们 可 以 将 (6.3.4) 式 展 开 成 通常 的 ARMA E. P 


一 如 将 
w, = (1 — 6,8) (1 — ©,В” а, (6.3.5) 

展开 成 
z = (1 — 0,8 — Ө,Б' + 00B a, | (6.3.6) 
它 是 一 个 МАСО, s +1) 模型 ,但 是 其 系数 Obr ttt, Ga 中 
| 有 很 多 等 于 零 ,具体 地 有 0, = 8,, 0;= -- 一 0 = 0, 0, = @,, 


0, = —0 89... ТА, АЕ а, ВЈ Се + 1) 可 以 很 商 , 但 除了 

O 0,, 8, 之 外 其 它 系 数 取 零 值 ， 而 且 其 中 一 br 还 是 和 日 

之 积 ， 也 就 是 说 《6.3.6) 式 中 实际 上 只 有 名和 久 是 自由 参数 .。 有 

时 为 了 方便 还 可 以 把 (6.3.6) 式 改写 成 

| w= (1 — ӨЎВ — 0FRB: — 05, B+ a {6.3.7) 
— Öf = 0707 


用 同样 方法 ,对 于 一 般 形 式 的 《6.3.4) 式 , 也 可 化 成 类 似 (6.3.7 式 
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ЕНЕН ВЧ А АКМА 模型 : 

p*(B Jw, = Ө*(В)а, (6.3.8 } 
ЯЯЯ ЕЕН (6.3.4) APE ФС), ФС), 0С) 及 OC) 而 定 . 
w, ЖАК АКМА (р + Ps, q + О) 序列 . 


二 、 季 节 性 模型 的 时 序 分 析 方 法 


对 于 季节 性 模型 的 时 序 分 析 , 除 去 阶 数 识别 有 沫 些 特 点 外 , 参 
数 估计 、 模 型 检验 和 改进 等 方法 与 一 般 АКМА 序列 基本 相同 , Ж 
在 ,我 们 通过 对 以 下 实例 的 处 理 ,并 述 季节 性 模型 的 时 序 分 析 方法 . 

我 们 取得 了 某 屯 区 某 年 某 月 的 用 电 人 负荷 量 а, 的 数据 , 采样 以 
小 肝 为 间隔 ,总 长 度 # 一 720. 为 了 进行 预报 ,我 们 要 估计 x, 的 随 
机 模型 从 经 验 上 看 , 它 可 能 含有 24 小 时 的 周期 ， 一 般 的 程序 是 ， 
先 分 析 z, 的 样本 自 相关 函数 和 样本 仿 相 关 函 数 ; 若 它们 都 不 截 尾 


表 56-3.1 НЕТЕТ 


序列 дл САА 123438) тоб) = 5720, 


——— 1—————}- -——_ —  .— — J U U _ | 


' 
ee U —— r СЕРНЧИНННННИНН 


pa 


—0.06—0.02—0.09 0.07] 0.01 一 0.06| 0,08 一 0.09 — 0.02 


—0, 4A) 0„23}—0.01]—0.0 0.897 — 0.0% 0,03 — 0.09-0.00 0.01 — 0.06 
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也 不 拖 尾 , 再 分 析 数 据 列 Vus, = z, 一 zon 的 样本 自 相 关 与 篇 相 
XER ЖИЛ ЖЕ НЕШ ЖИЕ РЁ, 可 由 低 到 高 再 考虑 数据 列 VVar, 
УУ, 以 及 Vus: 等. 一 旦 从 中 找到 一 个 ,可 以 认为 它 的 样本 自 
相关 与 偏 相关 具有 和 鹤 昨 或 拖 尾 性 质 后 ， 就 以 这 样 的 Y :Vhs = w, 
当做 某 个 ARMA 序列 , 以 后 的 分 析 和 估计 俺 采用 第 三 、 四 、 五 章 
的 方法 进行 了 。 按照 这 一 手续 , 我 们 用 720 个 л, 的 样本 值 先 后 计 
ET ,, Vz Уил, Уг; АВЕ ЕАН б 56432 A 
$x， 并 把 它们 的 а, HAER 6.3.1 里 。 由 这 些 数 据 可 以 看 出 ， 
zo Vz, 的 样本 由 相关 函数 既 不 象 拖 尾 ， 也 不 象 截图 , 它们 的 值 不 
ETF, 或 者 只 是 很 惕 地 收敛 于 零 . 而 VVar: 的 ó, 和 fu WE 
于 拖 尾 的 , 其 5, ERRE А, ôn АК, An Bs 其次, 其余 的 所 都 
近 于 零 值 ， 这 种 样本 自 相关 函数 与 (6.3.6) 式 的 序列 v 的 自 相关 
函数 非常 相似 ,在 《6.3.6) 式 中 若 以 24 К *, 则 其 自 相 关 函 数 为 


AIREAREN 


Yo Yaz} = 1812, ТСТ) = [280, Tw Уз, = 1063 


-0.09-0.14 — 0.24- 0.3410. 39|--0,37|-.0.301—0.15| 0.05] 0.281 0.53 0.75 
—0. i4 — 0.10- 0.171-—0.24)--0.34|--0,383--0.36)— 0.28) 0.14 0.28] 0.53 
| 0.06 0,74 0.84 


—— | m |r | m ИННИИ 


= 0.19-0.18 —0.17—0.23— 0.23-0.05 —0.01 0.10f. 0.35 


0.28%; 0.16) 0.03 


————=„„_ _—Җ—_ ————гг ——_ ы —_—_.———— НИРО 


0.18 0.28 0.14| 0.03-0.19 —0. 17—09. 21—00. 20 —0.19—0.07— 0.08 0.10 
0.34] 0.68 


——————к—————ї——<3Ҥҥ ————.  .. . —. —. _. _.. J... J. | O аана. 


0.04] 0.06] 0.06] 0.04[—0.02-—4.01-—0.091-–0. 151—0 ,131—0. 20 -0.257—0.33 


__0.011.-0.001--0.0410.011--0,02-—0,021—0.03] 0.04 0.06! 0.00) 0.02] 0.04 


0.05] 0.05 


—.. | | I... нна. 


— 0.02-0.04 0.100.092] 0.03] 0.14 


0.05)—0.08] 0.05|—0.02] 0.01]—0,08| 0.05] 0.10]—0.09| 0.00] 0,00 
0.04 2.05 
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一 D.01 0.02] 0.021 0.050.029) 0.10 


—6041 + Ө) -=A 


[e = 


1 十 Bi 二 BEBBGI 1+0 
Pa = Оз 一 -ee оюм 
(1 + ADC + ө) (6.3.9) 
| — 9, — 89, — 6, | 
pa = 


Grea IFO 
А = 0, k > 0, l, 23,24,25 
如 要 仔细 检 验 2,04 > 25) 的 真 值 pk 是 否 可 认为 零 , 可 用 Bardet 
公式 检验 ， 

кадр) =- [1 + 2 (д1 ph t рї + рЬ)] (6.3.10) 


以 表 6.3.1 中 уал, В AERA ERE val = 0.00243 HB) 
[var AD = 0.05; LHF ёк BEERA A, 38 k А26 480! Al 
值 落 在 [0, 0.051 和 [0, 0.101 中 的 比例 求 出 ,它们 分 别 是 


15 
T %, 5 % 


Ж БТЕ ЛУБ (0, (0.05 )2) 分 别 落 在 (0.05), +2(0.05) > 
间 的 概率 68.3% ‚95.5% 是 比较 接近 的 。 由 此 可 以 粗略 地 判断 ó, 
В еН. 因此、 我 们 可 以 用 科 积 型 的 0， 1, 1}x(0, 1, 
1)» 季节 性 模型 来 所 合用 电 景 序列 z,, PE 
Уна, = (1 — 8,B)(1 — @,B”J}a, (6.3.11) 
为 了 求 册 其 参数 的 矩 估计, НД Vus: 的 ó, 代替 (6. 3.9) 式 的 
ек 人 恒 可 解 出 把 ЯП 8, , ВП 
—0, _ _—8, 
1+8” | 1 + 81 
解 得 Ô, = 0.33, Ө, = 0.75. 到 的 矩 估 计划 为 
ő == Pl + ÊD + 02) == 1062 X (1 + 0.113 
(1+ 0.56)” = 611 = (24.6)? 
在 矩 佑 计 的 基础 土 ， 还 可 以 进行 精 估计 ， 因 * 一 720， 对 序 
列 w = 72, 而 言 ， 样 本 长 度 = 720 — 25 = 695， 这 个 长 
意 算 是 较 大 的 ,可 以 采用 景 小 二 狐 佑 计 作 为 精 估计 , 即 求 使 
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ё = 一 0.3 = 


N 
5,(0,,9,) — >; ё 


1 =1 


达 极 小 值 的 估计 页 和 人 ,其 中 4, = 2,00,, 9.) 可 由 如 下 的 递 推 
式 计 算 : | 

á, = w, + 0.2, + @ á, x — 0.68.0, 
而 初始 值 2, 一 oC: < 0). 用 图 解法 求 出 S8, 80) 取 极 小 值 
的 解 为 0, 一 0.55, Ө, = 0.88【《 格 点 上 数值 见 表 6.3.2)， 祖 应 的 
侣 一 《22.7 了 当然 所 可 以 用 选 代 污 求 其 极 值 解 , 结果 几 平 完全 祖 
同 . 


Ф 6.з.2(а) Ж 格 点 


374706 


3712904 


369921 


367951 


3634348 


370350 


359880 356757 354811 354114 354782 356994. 
0.85 360297 357226 355326 354671 355380 357637 
0.80 365600 362494 360568 359897 360605 362382 
6.75 373136 369965 367991 367291 367993 270298. 


0-6-0. —— — ааа ла аана 


TI | | -ee | _ .................. | айана. 


0.61 9.65 


ж 6.3.206) 经 格 点 


. 354237 354149 354114 354134 354209 354331 
0.89 ‚ 353780 353624 353593 353615 353694 353830 
0.88 353567 353485 |} 353456 |1 353381 353582 353700 
0.87 353725 353654 353627 353653 353736 353875 
0.86 354153 354073 354046 354074 354297 


354157 _ 


对 于 模型 (6.3.11) 式 的 检验 ， 可 以 用 第 五 章 所 介绍 的 各 种 方 

法 ， 例 如 先 求 出 模型 
2, = (1 — 0,558В)(1 — 0.88 B2t32, 
的 " 减 量 ”a RE 4,, 及 其 样本 自 相 关闭 数 22), 然后 计算 


(C63.12) 


б=т} pla D — эз > 204) = 62.6 


» 165. 


一 "一 一 一 一 一 
- —— —— s rrr 
neme - .— —IIIU' E — 


pa 渐 近 六 分 布 , 其 自由 摩 为 48， 我 们 取 显 著 水 平 a = 0.05, H 
r AAH 
Р( Qa > 65.2) = 0.05 
这 样 , 由 于 计算 的 样本 值 Ca 一 62.6 < 65.2, ДАЈ 82 (6.3, 
12) APAE, STRAH ТВ) х 573511 1 А Е Ж О 0 
+, 而 时 间 序 列 分 析 中 的 检验 向 题 多 用 高 自由 度 的 2 537, Rf] 
特 在 本 书 末 尾 列 出 高 让 由 度 的 全 表 供 读 者 使 用 ， | 
如 果 我 们 把 表 6.3.1 Ума, 的 б, AREER, ЭЁ МЕ "Г 
HS-HR sei БЕЖАН ВЕ]. 4 w, = Vye, 2—86 у 
试 以 它 适合 模型 
(1 — ф.В)СІ BB wa (Фф <0) (6.3.13) 
w: HJ EBI AHHAR E. | 
(1 一 pH — @,B?)o, = 0, &2> 0 (6.3.14) 
由 此 式 解 出 pi 的 一 般 形式 为 


x 13 ` 
пао $ (деж Hit Da 


+ c; in А? + De + De), 
24 
HR 6.3.1 中 Vyr HI Б, ХР, A А 0 变 到 36 时 ,形状 是 比较 相 
BAI, 4 k > 36 以 后 就 拟 合 得 不 太 好 了 .于 以 , 用 《6.3.13) 式 的 
烧 型 来 报 合 所 给 的 用 电 序 列 , 可 能 比 用 《6.3.11) RRAS, (НЕ, 
如 果 建 立 寞 型 的 是 的 只 是 为 了 进行 预报 ， 那 么 用 (6.3.13) 式 的 模 
型 比 (6.3.11) 式 要 来 得 方便 ( 见 第 七 章 )， 因 此 , 如 果 两 者 的 预报 
效果 相差 不 多 .还 是 用 (6.3.137 式 好 .下 面 就 来 分 析 这 种 模型 的 
参数 估计 的 其 体 情 况 .， 
利用 (6.3.14) 式 ， 将 o, 21У V, z 的 Ëk > А7918 ф,, Ф, 

的 一 种 短信 计 方 程 : К 

ñ = Фу + Ф,д» 一 PPa 

бн = pin + Ф, 一 TR (6.3.16) 

Bs 一 Pifu + ,6, T Ф,Ф, 


k> —25 (6315) 


t 1665 * 


这 里 我 们 把 式 中 的 prs, 做 为 一 个 独立 的 未 知 元 , 因此 (6.3.16) 式 
为 三 元 一 次 联 立 方程 。 由 本 节 表 6.3.1 查 出 
б, = 0.58, б = —033, йм = —0.52 
бы == — 0.28, 了 of ых.) = 1280 
FEE о Еа} 一 E(w 一 фиа — Фа, + pwa) A 
中 的 Pirs Ф,, Yos Pk BAI ERE, 于 是 和 解 出 ; 
ĝ 一 056, $, = —0.52, aP, = —0.31, ó á! (25.2) 


Е n] WL, Ll pÈ, 做 为 Ф.Ф, 的 估计 ;和 以 ĝt Ф, = 0.56(— 0.52) 


ф = 0.56, Ô, 一 一 0.52 的 估 值 。 如 果 Ф.Ф, 与 фф, 相差 较 远 ,可 
能 因为 (6.3.13) 式 的 模型 不 合适 的 绿 故 ， 

如 果 在 应 用 中 发 生 这 种 情况 , 我 们 不妨 放 齐 约束 Ф, = pP, 
令 其 为 自由 参数 ,而 采用 以 下 的 氢 合 模型 ; 

t, — фиш, — ityn — Bs a, (6.3.17) 

ЖЕЕ Т. 

{ER (6.3.13) 式 的 精 估 计时 ,由 于 带 有 约束 条 件 ， 即使 采用 最 
小 二 乘 佑 计 , 也 要 遇 到 二 元 高 次 联 立 方程 ;所 以 只 能 用 数值 解法 . 
我 们 定义 


720 


5$(Сф\» Ф,) = >, ё 
其 中 a, На РЕЯ: 
й, = zt, 一 Фи, 一 tP t, t PP 


初始 值 2,— 0 (20), ЖИЯК SCo,, Ф,) 的 极 小 值 解 , А 
ш (UX 6.3.3) 
ф, = 0.56, Ф, = —0.52, бї = (25.2)? 
кинза. 
如 上 所 述 , 我 们 求 得 z, 的 另 一 种 可 取 的 模型 估计 为 
(1 — 0.56B X1 + 0.52B39,,z, = a; (6.3.18) 
H 2 Wu KU ji ih, FIK— BA 3 IE. Н (6.3.12) RAA A $J ë 
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-一 -一 ннат  —. R —— - TY  ................. ...L LLULLU IT — r e -! — о. 5 У 


36 6.3.3(a) EKA 


— 0.44 446530 4345497 436541 449611 454858 
— 0,48 443868 442890 443974 447118 452324 
— 0.52 4435070 442141 | 443266 4164146 451690 


— 0.56 444137 443248 4434417 447644 452927 


0.56 0.60 


3 6.3.30ь) WR 点 


0,50 442503 442329 442283 442360 442578 
—0.51 442367 142196 442154 442240 442454 
—0.52 442349 442180 442141 | 442229 442446 
一 0.53 44244 442280 442243 442335 442554 
—0.54 442660 442497 442462 442556 442779 

= Z a 
< 0.54 0.58 

м Ф 


“D23688 k ЖЕН: (6.3.11) 式 的 矩 估计 模型 的 拟 合 “ 残 差 " 还 大 。 
根据 第 五 章 的 方法 ， 计 算 (6.3.18] AWARE” a 的 样本 值 а, 
并 求 出 了 它 的 样本 自 相关 函数 BC4)， 如 以 前 一 样 ,计算 出 统计 量 


Е) 38 
O, | = N > 5 (a) = 695 У) Сд) = 148.9 
k=1 k=1 


仍 以 0.05 为 显著 性 水 平 ， 经 查 表 得 到 PC Oe > 65.2) = 0.05, П 

148.9 远 远大 于 65.2。 因 此 ， 一 般 说 来 不 能 接受 (6.3.18) = ЈА 
型 . 

我 们 青 举 一 个 例子 ， 这 是 在 研究 地 球 自 转移 定性 时 所 遇 到 的 

数据 处 理 问 题 . 在 第 一 章 

$1 的 例 3 rh, 已 经 提 到 过 

地 球 自转 一 周 时 间 的 起 

伏 ， 我 们 希望 用 ARMA 

模型 来 所 全 这 种 瑚 机 变化 

量 ， 以 供 预报 或 其 它 方面 

图 6.3.1 应 用 . 


图 6.3.1 给 出 了 1963 年 3 月 26 日 至 1967 年 3 月 25 日 《 共 四 
年 ) 地 球 自转 随时 间 变 化 的 情况 , 共 N = 293 个 数据 (每 五 天 取 
一 个 )， 从 图 6.3.1 中 可 以 看 出 明显 的 趋势 性 变化 ， 对 数据 更 仔细 
的 观察 还 看 到 有 一 -年 为 周期 的 变化 ， 我 们 算出 了 w 一 УУ, 
(这 里 73 给 好 是 一 年 的 取样 个 数 ) 的 样本 自 相关 函数 б, 和 偏 相关 
函数 Puo PIER 6.3.4 中 ,其 中 Pe = 226.0. 按照 第 三 章 $2 的 要 
型 初步 识别 方法 ， 从 表 四 的 诸 数值 可 以 看 出 ， 记 是 逐渐 下 降 的 ， 
фы 近 于 截 尾 , 可 以 初步 确定 w 的 模型 为 AR(1, 0) 或 AR(2, 0), 


w 6.3.4 


À Ы, 1 233 


0.954) 0.891 Ə.81310.735 0,683) 0.6440.618[0.6040.5910.5860.583 
.585} 0.596] D.5900.593 D.588/ 0.5240 .580[0."840.5950.6070.623 
0.631! 0.633; 0.622|0.596] 0.565] @.528|0.4940.199|0.46810.4700.479 


С?» = 226) 


ñ ,556| 一 0.265| 一 0.1410.007| 0.317!—0.0440.01510.0800,0340.0820-019 
Par 各 .17 让 一 0-03 到 0.112.D13--0,073 0.0740.1080.135|0.003|0.003| --- 


若 采 用 AR(1, 0) 模型 ,其 参数 估计 为 ф = 0.956, MF 一 
VFO Ф) — 4. А960, FE 2 的 估计 模型 为 

| (1 — 0.956 BV Vaz; = a, (6.3.19) 
由 此 可 见 ,一 般 当 90а, = w, 能 够 用 低 阶 АКМА 模型 拟 合 时 ， 
这 种 季节 竹 模 型 并 不 表现 出 桩 系数 的 形式 ( 即 (р, 4, 9) x (P, D, 
0), ФР = О 一 0)， 只 是 对 x, 作 和 差分 运算 时 ,含有 以 周期 为 步 
长 的 差分 形式 而 已 。 若 能 用 这 种 模型 拟 合 , v 的 参数 估计 与 非 季 
节 狂 模 现 情况 完全 相同 ,其 检验 手续 也 相同 ,这 里 不 一 一 列举 了 ， 
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第 七 章 ”随机 序列 预报 


1， 预备 公式 


我 们 在 这 一 章 里 着 手 研究 随机 序列 预报 的 数学 方法 . 前面 多 
次 提 到 的 电力 负荷 的 例子 ,海水 温 魔 的 例子 ,以 及 地 球 自 转速 率 变 
化 的 例子 等 , 都 要 求 进行 预报 ， 在 气象 ,水 文 , 地 理 和 天 文 等 方面 
有 很 多 类 似 这 样 的 问题 ， 它 们 要 求 根据 以 往 积 累 的 数据 进行 时 序 
分 析 ;确定 出 其 随机 模型 ,然后 对 未 来 可 能 出 现 的 结果 进行 预报 . 
本 节 的 目的 ,是 为 ARIMA 序列 预报 的 数学 方法 做 准备 ,推导 
一 些 对 今后 有 用 的 公式 ， 本 节 限 于 讨论 均值 为 零 的 正 态 ARMA 
序列 ,而 且 统 一 用 w, 代表 ARMA 序列 , 2, 代表 ARMA 序列 . 所 
谓 上 步 预 报 ， 就 是 根据 现在 时 刻 克 和 以 前 名 时 刻 的 序列 值 wg 
wi ay ' 对 来 来 时 刻下 十 的 随机 变量 wt: 作出 估计 , 因此， 
我 们 需要 第 二 не ОТАК, 从 中 得 出 wn 的 各 种 表 
ER. 
直接 形式 ， 在 (2.1.5) 式 中 将 {ПД Җ-„1, 并 移动 有 关 项 可 
得 | 
җы "= Pt P PR + фрі р — IPE 
一 和 e+- — ** — Ogata F akri (7.1.1) 
逆转 形式 : E (2.1.23) 式 中 将 上 ЖЫ А + 1, 并 移动 有 关 项 
可 得 
ty "= акы 十 `` ж khi} (7.1.2) 


1=1 


传递 形式 : 在 (2.1.17) APH e VEL k ++I EA 


gt "" > фаны р =” У) Ф4-1-39) (7.1.3) 


Im k+] 


分 解 形式 : олз), 将 等 式 右 边 的 求 和 项 分 成 两 部 


s 170 `x 


分 :可 得 


= 
` 
wy == аар H eharra t Фары > iat 
『 一 了 


= D,(1) + CD (7.1.4) 
其 中 | 
ie 0 
Pi = (7.1.5) 
0, 4&0 


С) = шкы — D,G = |Z; era 7% GA) 
бан » Ë == Ü 
以 上 四 种 表达 形式 在 推导 预报 公式 中 非常 有 用 .其 中 传递 形 
式 和 分 解 形式 表面 上 看 来 完全 相同 ， 好 象 只 是 在 分 解 形式 里 把 一 
个 无 穷 求 和 分 成 两 个 部 分 . BÆ. CO 和 DO) 具有 很 重要 
的 性 质 和 作用 ， 其 中 cO) 称 为 预报 函数 .下面 讨 论 DO) 和 
С.С) ШЕШ. 
为 了 方便 起 见 , R kt! =z, 由 /一 :一 《， 于 是 有 
w, = Cat — k) + D,(: — k) (7.1.7) 
ЫЕ, PASE: Pa T BRT : (也 就 是 作用 于 站 有 
OCB Ja, 一 PKB jw, = p( B УС; — k) + p(B)D,(z—&)2 
当 0 =; => Bi, 
В'С(: — k) = G, G — i — k) = C, (1 i) 


m 


= 
= >; Pati i == 2 Pitsi ks 


ј=г-: r= 
其 中 约定 ф = 0, z=< 0, 于 是 
ФСВ)С, (z — k) = > (iz, — фуФфразы — pp pr да: 
s= 


一 > ГСВ уф, Јак, 


根据 (2.1.21) 式 之 前 面 的 公 х, gW, фр(В)ф,+, = 0; 所 以 
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ФСВ)С, (2 — k) = 0, #— k > 4 (7.1.8) 
以 而 有 
PCED; G — k) = OB)a, 了 一 下 (719) 
这 表明 D,G — k) 是 差分 方程 
ФСБ), = Ё( B)Da,, z — >g {7.1.10) 
的 一 个 解 , 而 C,G — А) 则 是 差分 方程 (7.1.8) 式 的 一 个 解 。 但 
(7.1.8) 式 的 通 解 可 表 为 


GED = SG ort, а e 

О ‚ (7.1.11) 
其 中 o, Ж p(o) = 0 Н) ғ, Ж, ATARAR і, o +B BJ, E. 

np. = ФС) = Ü LER., HA REA 

可 简化 成 


P 
C IG — k) = > ño. р 022 q— р (7.1.12) 


w; 可 能 为 实 根 或 共 亏 复 根 ， 所 以 取 可 以 把 (7.1.11) 式 (或 (7.1.12》 
D 写成 如 下 形式 ; 
Cilt — К) 一 Уер — р), 2-62 фр (7.1113) 
k=] 


其 中 (е — А) H G — А) DRRR ЛАВЕ РЕ КОЗЕ 
积 构 成 ,而 200 由 初始 值 C,(2), Cala 一 1), С,(4—р+1) 
确定 ， 这 些 初 始 值 可 以 按 (7.1.6) 式 计算 ， 可 见 , 20 是 由 a (G= 
k) 的 加 权 线 仁和 组 成 的 ,它们 都 是 随机 量 . 

例如 ARMA(1，1)》 序列 的 Ф, EL EH (2.1.19) 式 给 出 ， 从 此 代 
А (7.1.6) 1,34 1 一 :一 六 之 0 时 


CC: 一 &) 一 > фа ш,” 之 фі Сф 一 @)а;-; 


- [> ФСФ 一 Da | ба — bt) 
其 中 


» 172 = 


， 一 дӣ 
БЮ = POL > 5 Pas 一 一 > (pwr 一 Ваһ) 


ге 0 


5 2. 平稳 线性 最 小 方正 预报 及 其 性 质 


在 这 一 节 与 下 一 节 。 我 们 都 用 ФАСТ) ARAR IRD EA 
Wes аз ， 对 未 来 maaa 的 预报 值 . 当然 , 在 实际 问题 中 并 不 
可 能 知道 全 部 历史 值 , 而 只 能 知道 有 限 个 历史 值 ;我 们 这 样 定义 预 
报 值 , 是 为 了 给 出 比较 简单 的 预报 公式 和 方法 ， 然 而 , 当 历史 数据 
Wry Wais Ty ИЛ 的 个 数 足够 多 时 , 即 很 大 以 后 ;我们 HEF, 
0 不 个 七 史 值 预报 的 效果 几乎 完全 一 样 . 
Z, ФС) 是 怎样 定义 的 胞 ? 也 就 是 说 ,依据 什么 原则 进行 
кинә AAE SLR АЛ АРОНА t 
0,60). 根据 第 一 章 $5 的 内 容 , 引 进 以 下 记号 : 


ЭЎ, == = fu: w= Ў) ань > 8 <] . ü 


} эк — оп 


яе, = {а : а == > 44 5 > #< о} 


== 02 


2С) == EC wgl ws Was 77) "= Ewn |Ә) 
应 用 第 一 章 $5 中 关于 最 小 方差 估计 的 名 条 性 质 ,再 根据 上 一 节 关 
于 wa 的 四 种 表达 形式 ,可 知 
1. 0) 一 Ewn 0) = Ewela a ОЎ у = в 5 
2. BD юл, 120; | 
3. å) = Е(акы| W a) == E(a,-= |. .)5 
4. å — I} = ал, i Z= 0; 4 (1) == 0, 12> 03 
5. z (I) = pt — 1) + prd — 2) + - == 
+ фиф(1—р), 12 4 (7.2.1) 
此 式 称 为 预报 的 差分 方程 式 ， 如果 Oo, 为 MA 序列 ， 几 《7.2.1) Á 
35 0 
ФОС) = 0, {с> 4 (7.2.2) 
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1-1 БЫ 
6. Ф001) = У) xb (Q — р) + У) jwi 1220 (7.2.3) 
i=% j=! 
Р Ж bali — j) GSH, 2, +++ ,›4— 1) WE ик] = 0， 1. +) 
的 线性 和 ,所 以 可 令 


ФСГ) = > яаа; == x OC Ву, | (7.2.43 


了 一 二 


其 中 OCB) = У\ Ов, Ж (7.24) ЖИА. (7.2.3) 式 。 并 对 


i=l 


比 两 边 系数 ,容易 汪 阴 
ПЕЧ 6 
[сете т! 225) 
xP) — x, 
7. b (D = CCl) (726) 


当 у 国定 而 天 变化 时 ,由 (7.1.6) 容易 看 出 GORR = 1,2, 
是 平稳 序列 ， 因 此 ，、 我 们 称 这 种 预报 为 平稳 线性 最 小 方差 预报 . 
再 利用 (71.13) R GR (7.2.1) 式 ) 还 可 得 


2) 一 с.б) ~ 27 йө), I>4—p (7.2.7) 


50 由 初 值 ela), 2.69 一 D, ..., Q (2 — p + AEB РЁ 
满足 以 下 线性 方程 组 


! | 
Do PPID = 00, imga i, p+ (728) 
t=1 


8. е0) = бы 一 #61) = D,(1) (7.2.9) 
称 为 ! 步 预 报 误差 .特别 当 ! 一 工时， 
DO = ac (72,10) 
9. varle D] == Ег (Гу = (1 + Ф 十 
I > Ü | (7.2. 11) 


这 就 是 1 步 预报 误差 的 方差 . 由 此 看 出 ， Ela) 一 wt = 
varle] RS 1 f XS us AAR 这 是 平稳 序列 的 乎 稳 预 报 所 
特有 的 性 质 之 一 . 
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利用 (7.1.6) (7.2.6) 和 (7.2.10) 式 还 可 得 


10. 2, (1) — C,+ (1) 一 > tiaki 一 Paat 
i =0 - 


+ pa = bl + 1) — bd) 
= 0 


+ Ф у I > Ü | (7.2.12) 

根据 以 上 这 些 性 质 和 公式 ， 便 可 以 建立 关于 AR, MA 或 
АКМА 序列 的 各 种 具体 的 预报 方法 ,我 们 将 在 下 节 一 一 介绍 ， 
”为 了 给 出 ARIMA 和 季节 性 序列 的 预报 方法 ， 还 须要 对 这 类 
序列 的 预报 的 定义 和 性 质 加 以 特别 的 讨论 . | 

先 讨论 АВІМА(р,4,9) 序列 的 情况 .在 第 二 章 53 中 我 们 曾 
给 出 这 种 序列 z, 的 定义 ,它们 是 从 (2.3.3) 式 即 уа, 一 w(t > 4) 
解 出 来 的 非 平稳 序列 , 其 中 w 是 ARMA (р, 4) EA z 的 初始 
状态 值 2s zp +++, ж, 是 与 ww 不想 关 的 随机 变量 ,在 我 们 的 讨论 
中 ， 还 傻 定 它们 的 联合 分 布 是 正 态 分 布 . 这 时 ， 对 于 z, 的 预报 
AO) 是 通过 平稳 ARMA 序列 z, 的 平稳 预报 来 定义 的 , 即 
#5СГ)у = Е(ж++|т,, Fis ta ay Wha Н, уу ttt) = Е( =. Ж) 


其 中 
r к= fz: Б = ш + D Cit € » C; 为 任意 实数 | 


当然 ， 在 实际 问题 中 我 们 并 不 知道 wi (i < 4), 我们 所 以 这 样 定 
X 如 (站 ,一 方面 因为 理论 分 析 简 单 ， 而 另 一 方面 因为 当 怀 很 大 
以 后 ， 可 以 用 有 穷 历史 数据 取 近 似 的 „О. 根据 《2.3.5) 式 可 知 


d —1 


20) = >, Снт, + S CEPTE wyl Ea) 


т=ф =! 


一 > Сів. + > C (y, 1220 (7.2.13) 


і = Ü 
由 于 到 与 Zis Шуу Tt, žan 独立 ， Вт É! Elwy Z) 一 
Em 07) = 0,08). 由 此 知 2,00) 全 可 用 (бс; < 4) 
以 及 aA < j < 1) 表示 出 来 ,只 要 能 计算 出 这 些 量 . 也 就 得 
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2,0) 了 .下 面 以 4 二 1 和 4 一 2 两 个 常用 的 特殊 情况 为 例 , 列 
出 它们 的 预报 公式 : 
4=1 时 ,由 (2.3.6) 式 直 接 可 以 得 到 


Ё 
ФС) = z, + > (D, i>0 (7.2.14) 


中 一 工时 ,再 (2.3.77 式 可 以 得 到 
БУ 一 z, + Ilr, вка) + > (+1—)4,С]) 


12> 0 (7.2.15) 
关于 季节 性 补 型 、 我 们 仍 限于 分 析 两 种 常用 的 简单 特例 ， 通 
过 它们 就 可 了 解 这 种 序列 预报 的 特性 ， 我 们 讨论 (1 一 B')z, 和 
(1 — B)(1 一 B')z, 为 ARMA 序列 时 的 预报 问题 . 
若 р, = (1 一 Bz Ж) ARMA (p,q) 序列 ， ir r 为 满足 
(r — 1), =< I = r 的 整数 , 则 


Жур = tatl C ТЕЧ, + РРА 一 十 FRI 
ғ-1 
rs 十 >; рые (7.2.16) 
f = Ü 
由 此 可 得 
r—1 
ФС) = gar H >, b G — js) (7.2.17) 
j= Q 


若 (i 一 Ву 一 B: )z, = ш, Ж) АКМАСр, 43) 序列 , 令 v, = 
(1 一 В*)=,, pll р == 《1 Т В )о,, 仿照 (7.2.14) APJA 


21) = s, + >: 2.0) 
ES (ljala r, WE (7.2.16) 35 


r—1 


#60) 一 Zir 十 >; Ле 一 15) = рр ру 
= 0 


r-l Ны 3 - 
мо, ‚ 
+ > б + Ca | = ГЕТЕ + +{ — -FUR 
š = 0 = 1 


{7б = 


十 > (= 1) + 1) p (j, 2 0 (7.2.18) 


其 中 [=] 表 全 的 整数 部 分 . 


以 上 诸 式 中 的 DU) MEE MG) 一 EC, W a) 
意义 下 的 预报 值 , 只 有 这 样 , 才能 借助 于 平稳 序列 的 平稳 预报 , 给 
出 жк; 的 预报 值 2,1) 的 简单 表达 式 , 当然 ;由 于 z, 本 身 为 非 平稳 
序列 ,虽然 用 平稳 预报 方法 定义 40), {НЩ [ЫЕ LET, 2,01), k= 

2,-* ' 不 是 平稳 序列 ， 为 了 区 别 于 $4 中 介绍 的 适时 预报 方法 ， 
我 们 仍 统称 本 节 给 出 的 所 有 预报 为 平稳 预报 . 


$3. 名 类 序列 的 预报 方法 


—. АК 序列 的 预报 方法 


І. 递 推 方法 , 即 根 据 (7.2,1) 式 (此 时 gg 一 0) 可 得 
sb (1) = pd — 1) 十 фай (1 — 2) + + pdp) 
{> 0 (73.1) 
ЯШ 4,0—1) = wa (Т> 0) 便 可 得 上 式 的 初始 值 ，《7.3.1) = 
给 出 了 AR 序列 预报 的 递 推 公式 ,必须 注意 ， 它 是 关于 г ВВЕ 
式 . 
2. 预报 函数 方法 : 即 给 出 《7.3.12 式 的 解 


BD) С) = У) Мер), 1>—р (7.3.2) 


I = 


初始 值 仍 为 0,6—3) = рр, (j = Ü, Í, +t", p 一 1}, RE БОЮ ТЖ 
Р 
> Bef) = fU kj ;=0, l, ж» t — I (7.3.3) 


ае (7.3.2) = rt BE 00, Жн G) EH фСВ) = 0 
的 根 所 决定 的 2 的 指数 , SAMAR Нр В. 这 已 经 在 第 七 
ЁТЮ у. 

EEG F ARC, 0) 序列 而 言 , 其 预报 值 ACG = 0) 
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只 须 用 到 РЕ» бк» TT Wg—ptin П 39 59 АУ E {ё С] 
=< k— р). [Дә А22 pf, ERRE 200) 之 值 , 而 
无 须 用 近似 处 理 方 法 . 

例 1. (1 — pB Je, = a, HME. EHRE, 由 《7.3.17 式 
可 得 i 

ФО + L) pab (1), I> 0 
初始 信 20) год. 若 用 预报 函数 法 ,由 (7.3.2) 式 可 知 
tb CG) == О 
由 于 w= (0) == Оф = МЮ, ВТ 
rb (1) = mt, I> 0 

@ 2. (1 — pB — gB уш, 一 a 的 预 殷 .根据 (7.3.1) 式 可 得 

差分 方程 
rh, (1) = pd — 1) + фф) — 2), Г 0 
WARE 20,00) 一 ш, 0-1) = wa. 6 
pB) = 1 — pB — ф.В = 《1 一 G,BX — С.В) 
ИП GI's Сг! 为 plo) == 0 WIATA. 当 Gi» G; 为 两 个 不 同 的 实 
数 时 .四 (7.3.2) 式 , 此 差分 方程 的 解 即 预报 函数 为 
Ф) = СО) = МС + КОС, ¿D> —2 
其 中 从， Б 满足 方程 
БИЮ 十 АЮ == ор 
les- + Сү! 一 wia 


由 此 解 出 
| 500 = f! — Gawra Юю = P Сш 
1 — GG; ' f 1 — С, z! 
了 il ___ “i+ t — у 
GQ) = wh — € 一 人 一 一 к-а 6.6061 一 6%) 
Су — G; G, 一 Gi 


ы G, = G; В OER G, 26338), MRAR 
Ф.С) = Cli = APGI + IRG, ¿D> —2 
БЮ, 满足 方程 
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Ко == фу 
о 一 PGI == йл 
其 解 汶 МӘ <= wy, Б < wy — Gig- 
| ФО) = (1 + 1) GI — Le СЕ - 
ы G, 为 复数 о( согу + ;sin y) [М.И G, = G, = Ka 一 
isin у). 这 时 易 知 预报 天 救 可 表 为 
BA) = С) = Бр cosir 七 Юр йат, L> —2 
其 中 系数 满足 方程 。 | Ее 
БЮ = ю, 
AN cos y 一 Юрі іп у = өйүү 


其 解 为 КО <= wga о 一 10.0087 рир 


sin y 
| ФС) 一 mo 8 ж DY 一 weap t EK . 


Т ` ` “sin 
` МА 序列 的 预报 方法 - 


1. H 对 于 MAG, 4) РВВ, в (724) 和 
(722) sC uj, ° 
| һо m 05169. (73.4) 
о, ¿> 4: 
由 此 可 见 ， 它 与 AR 序列 预报 的 一 个 明显 差别 是 , (7.3.4) 式 中 的 
WUO < 1 =< 4) 要 用 到 全 部 历史 的 数据 е0 0)， 但 是 真 
实数 据 总 是 有 限 的 ,所 以 实际 应 用 只 能 由 有 穷 和 来 近 局 , 即 取 .… 


是 Ий 
DU) = > Pw 0-<1< (7.3.5) 


=з 


ТЕ E xj T sE Ж Яй АКМА 序列 ， 有 191 = 
de 2i， 于 是 由 (7.2.5) 式 不 难 证 明 | 
Pi =< d (Eea 


此 处 200) в агу 是 与 上 有 关 的 常数 . Н, ч КАКЕ, (7.3. 5) 
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式 是 (7.3.4) ЖЕННИ ЕРЙ; 甚至 (7.3.3) 式 中 的 求 和 只 须 从 1 
加 到 某 个 适当 选取 的 和 (如 < k), Bib tu — ООЛУ НЕ. 

对 于 АК(р„ 0) 序列 而 言 ,为 要 给 出 各 个 未 来 时 刻 wek > 
0) 的 预报 值 AG, EE E DI Ea (7.3.1) 式 逐 个 弟 推 计算 , 也 可 以 由 
(7.3.1) 式 的 具体 解 式 (7.3.2) 直接 给 出 ， 对 于 MACO, z) 序列 而 
Ж, щі 4 以 后 的 (六 一 0， 所 以 为 要 掌握 对 各 个 未 来 时 刻 
的 预报 值 , 实 际 上 只 须知 道 UU = 1,2, es D RBT. M 
表面 上 看 来 , 似乎 比 AR 序列 更 简单 ， 但 由 (7.3.5) 式 可 以 看 到 ， 
在 每 次 获得 新 的 数据 以 后 ,为 了 求 出 MAG, q) 序列 的 2C) 
(б< =< 2) 的 近似 值 必 须 与 大 量 的 历史 数据 一 道 重 新 计算 式 中 
的 加 权 和 ， 而 对 АКСР, 0) 序列 ,只 \ 须 通过 计算 简单 的 (7. 3. 2) 式 
得 到 ,而 它 仅 用 到 很 少 的 8 个 历史 数据 . 

在 不 少 实际 应 用 中 ,预报 是 要 求 连 续 进 行 的 ,比如 用 电 人 负荷 预 
J. 地 球 自转 速率 变化 预报 等 , ЖЫШ НИИ ИШТ. БН, 05 
得 一 个 新 的 量 测 (或 记录 ) 数据 ws 就 要 根据 历史 数据 045 hls 

`", и, 对 未 来 时 刻 重新 进行 一 次 预报 ,而 不 是 随时 间 推 移 不 断 增 

加 的 . 特别 ， 如 果 采 样 隆 师 的 时 间 很 第 《比如 几 分 钟 或 几 种 钟 )， 
就 会 感到 用 (7.3.5) RAER AO 的 计算 时 太太 了 ,甚至 可 能 在 
采样 闻 隔 时 间 以 内 来 不 及 计算 完 各 个 预报 值 4,0); 并 且 数 据 的 
存 贮 量 也 越 来 越 天 .对 于 应 用 者 来 说 ， 就 迫切 希望 能 用 关于 上 的 
递 推 公式 计算 0.00), ПИЖ РИ SAI Bi. 以 上 所 述 , 对 于 
АВ(р, 0) 序列 的 预报 , 这 个 困难 并 不 存在 , 因为 每 次 求 好 人 的 
计算 量 不 大 ,而 且 只 须 保 留 上 个 历史 数据 ， 为 了 适应 这 类 适时 预 
报 的 需要 , 我 们 在 关于 MA 和 ARMA 序列 的 讨论 中 。 都 特别 介绍 
一 种 关于 不 的 递 推 预报 方法 ， 但 对 于 那些 非 连 续 性 预报 , RES 
然 连 续 ， 但 采样 问 局 较 长 (如 一 小 时 或 一 天 等 ) 的 实际 问题 , 那 就 没 
有 必要 采用 这 种 递 推 格式 ， 

2. 预报 向 量 递 推 方法 ， 如 上 所 述 , 在 对 MA(0, 4) 序列 进行 
预报 时 ,需要 从 AUO < 1 < 2) 和 新 获得 的 数据 wi+,, 通 过 递 
推 公式 求 出 2,600) Ocg). RES 
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D = (Ф,(1),4,(2), +5, Dlg) 
FRR @{ 2 MACO, 2) 序列 的 预报 向 量 ， 它 和 0000) — 0 G > q) 
一 起 描述 了 在 不 时 肇 对 未 来 的 全 部 预报 结果 ， 由 于 对 MACO, 4) 
序列 ， 一 一 所 (1 << k 52), MH (72.12), (R = 1, 2， 


tta; q) ЕИ 可 知 
l 9, 
1 0 8, 
Win 一 01 一 ， igts (7.3.6) 
0 1 : 
0... - 0 . 


FA (7.3.6) 式 便 可 以 递 推 计算 24. 这 样 ,对 每 一 时 刻 k R ór 的 
计算 量 都 是 相同 的 。 至 于 递 推 的 初始 值 可 以 取 某 个 时 刻 如 的 
起 4,， 它 可 以 用 直接 水 求 出 ; ЖЯ ДИЛ, BRAF. ШЕ 
(7.3.6) 式 的 选 代 格式 是 稳定 的 ， 当 增长 到 很 大 以 后 ,初始 值 的 
误差 影响 会 逐渐 消失 ， 

例 3. w, 一 4 一 9.a 4 的 预报 .注意 ?一 zj = —0L G > 1), 
由 直接 法 有 с 


“ = Ж 
Skl) = > m; 41) "=" — B, >: бік; == — 8, > Ola; 
Imi і == фу 1 = 0 


其 中 取 k < k, 以 使 2, Ө 可 以 被 忽略 (例如 比 所 要 求 的 相对 


误差 精度 还 小 ) 为 准 ， 当 198, | 接近 1 时 ， 上 述 近 似 公 式 需要 各 很 
K. 可 见 用 直接 法 求 Ф,(1) 的 计算 量 鞋 少 大 于 如 个 求 积 .车 用 
向 量 递 推 式 《7.3.6) 式 , 则 有 | | 
二 rl) к=: 9,:2,(1) 一 Өф, 

在 连续 进行 预报 时 、 用 此 式 计算 dnll), HBIN ASSIS — 48 
城 法 运算 。 当 盛 增长 到 很 大 以 后 ， 码 :(1) 同 笠 有 很 好 的 近似 精度 ， 

Й 4. г, == а, — а, + 0.240, Wmi. ЕЕ 

1 — В + 0.248? = (i —0.48}(1 — 0.6B) 

于 是 | 
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= 


‚ ， 1 
1— > Ві = ВВ) = e o — 
j=) ) (1 — 0.45) (1 — 0.68) 
3 2 


= 5) 1360.6) — 200.4) ] В; 
PH ж, == 2(0.4)* — 300.6) (у Z 1)， 因 而 由 《7.2.5) 式 ， 
ж) = тір 十 miw; == 1.2[(0.6);: — (0.4 )#] (у 221) 
容易 验证 , 34 k 22 13 PF, У 11| AD lP 都 小 于 0.01. ER 
jk j> Kk 


们 要 求 的 相对 误差 精度 为 1/l0, Hj 0.01 便 可 以 忽 路 ,于 是 可 以 选 
定 k = 13. 由 直接 共 可 知 


= 13 
DAI) 一 [> лиен S Ў [2(0.4# — 300.6) 1а; 
j=1 . j =1 


= 13 | 
Ф,(2) 一 У) „аа S 1.2 > у [(0.6)#—(0.4)/] win 
)=1 


j=l 


若 用 预报 向 量 方法 ,由 (7.3.6) ARE 
а 1) а (8) 
т (оа ) & + ( w ) кап 


=. ARMA 序列 的 预报 方法 


1. 直接 方法 ; 与 MA 序列 预报 的 情形 一 样 , 由 《7.2.4) 式 计 算 
ФС) 便 是 直接 方法 所 不 同 的 是 在 ARMA 序列 情况 下 , 2,(0) 
在 ?i > q 以 后 不 全 为 零 . 

2. 预报 向 量 递 推 方法 它 和 МА 序列 预报 向 最 递 淮 方法 相 类 
似 , 但 是 稍微 复杂 一 些 ， 在 介绍 了 MA 序列 预报 的 直接 方法 之 后 ， 
我 们 曾 指 出 ,为 了 掌 温 MA 序列 的 全 部 未 来 时 刻 预 报 值 ,只 须 掌握 
预报 向 量 值 di СЫ 2.00) 一 0, гс 9); 为 了 掌握 AR 序列 的 
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全 部 预报 值 ， 只 须 给 出 其 预报 函数 Ci WERA T. ЖР 
АКМАСр, 9) 序列 而 言 ; 从 (7.2.7) 式 可 知 , 当 ! > 时 ,为 了 知道 
以 后 的 全 部 nO, 只 要 由 2,04), b (q — 1), ta 69 — p 
+ 1) 和 定 出 它 的 预报 函数 具体 表达 式 的 诸 系 数 O < ; =< p) 
即 可 ; 出 当 б< ¿I = q HFE, 00,01) 一 般 不 便 用 预报 通 数 计算 ， 换 
名 话说 ,为 了 给 出 АКМА 序列 的 全 部 未 来 时 刻 的 预报 值 , 我 们 必 
须 上 且 只 须 算出 HA), 4,02), es b (2). 为 此 ,我 们 仍 定 义 
Di = (2,01), i (2), "~, b (qD) 

为 ARMA 序列 的 预报 向 量 . 于 是 ,应 用 (7.2.12) 式 ( 肥 1 一 1,2， 
… q) 和 (26.1) 式 ( 取 工 一 和 十 1) 可 得 


фи 1 Qsan 0 
—; Ü 1 --. 0 
|. @ 
e 0 0 + 0 1 
Spat pr Pei Paa Ф: Ф: 
А 
ф, 
十 | : Ewin 十 : (7.3.7) 
` Pai Ü 
$ P 
N >; Ф102 + 
f=q+1 


其 中 g; = ФСО < ; < p); pi = Ü G> р), HJ B.24 psg E 
忒 第 三 项 为 零 。 至 于 (7.3.7) 式 的 初始 值 oz 的 取 法 , 与 MA 序列 
的 情况 完全 相同 ， 可 由 直接 法 求 得 ， 也 可 用 零 值 代替 ( 当 如 很 小 
Bf). 

Ё 5. (1 — 08B)w = (1 — В + 0.24 B2ya, 的 预报 、 将 原 模 
型 写作 

w, = (1 — 0.8B) X1 — B + 0.24 B2)a, 
一 > (1 — B + 0.248?) (0.8 B Ya, 
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ШЖ hi, [фу] 与 40.8 关 为 相同 数量 级 ， 因 此 ， 为 了 保证 有 限 和 
的 误差 精度 为 0.01, 只 塞 在 (7.2.4) 式 中 到 为 30 左右 邯 可 ,由 此 
便 可 得 直接 方法 的 近似 预报 公式 . 

为 了 采用 递 推 方 落 ， 令 wi = (2,01), SF ЕН (7.3.7) 


Ну] 
А — ф 1 РЧ Фф, 
ы = + Ф. wi + ы 


02 1、 T02 
т (отв з) wr + ( 0.08 ) “н 
为 了 给 出 其 余 的 ФС) G > 2), H (7.2.7) 式 知 
дА) = СИ) = Юр! = БОСО В, [> 1 

УЕН (7.2.8) Ж ај 

БОСОВ у = 4,602) 

у S E | 

БП blt 0.64 AESP 于 是 


01) 一 & /(2)X0.8) 2, ¿> 2 


m. ARIMA 序列 的 预报 方法 


无论 ARMA 序列 ， 还 是 满足 季节 性 模型 的 序列 ， 都 是 通过 
对 АКМА 型 平稳 序列 的 求 和 运算 得 铬 的 一 种 非 平稳 序列 . 因此 ， 
根据 $2 末尾 的 用 述 ,这 类 序列 的 预报 是 通过 平稳 序列 的 平稳 预报 
方法 来 定义 和 计算 的 。 如 根据 产生 这 些 非 平稳 序列 的 w 一 Viz, 
(或 c, = YIP) 的 预报 值 必 K1D)， 求 出 这 些 序列 本 身 的 预报 慎 
AC) (hn 7.2.13), (7.2.18) 等 式 )， 
下 面 介 绍 计算 ARIMA 序列 预报 的 方法 。 设 =, 满足 以 下 的 
季节 性 模型 | 
Vv4çD5p( В уж, == Q Ba, (7.3.8) 
u D = 0 FJ, 便 是 普通 的 АЙТМА (p, d, 4) RE, 4 D > О}, 
便 为 季节 性 模型 . 记 vowv?z, Ш] tei > ARMA (p, DEA), 
БШК, 0,07) 满足 预报 差分 方程 (7.2.1) 式 , 而 (7.2.7) A ЖО 35 
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ERR. MEW pE) = vV*v?qp(B8)， 由 于 估计 量 2, GO 具有 线 
性 性 质 ， 所 以 260) = VVR) G > 4 + D,1 Z 0), Hpk 
HERF V, У, 都 作用 在 上 上， 于 是 将 此 式 代 人 《7.2.1) 式 便 得 
F) Оң £ > d + р) 

PCB) = 0, {С> 9 (7.3.9) 
这 个 差分 方程 的 通 解 形式 为 


O= ЎЎ МЫ), ¿> 4— p+ d + р) (73.10) 
其 中 0) SiS >+ d + Ds) 是 (7.3.9) 式 的 p+ d + Ds 个 
线性 无 关 解 ,它们 可 表 为 的 指数 岁数 、, 赦 函 煞 和 三 角 函 数 的 乘积 
形式 ,Bt 可 由 初 值 和 (9) 264—1), - "5 5,(а—р—4—-+1) 
确定 ,我 们 把 《7.3.10) ЖЖ +, НЯРАЗ. 

特别 ,如 果 (7.3.8) ARRI D == 0, WH Ф(о) = 0 在 单位 圆 局 
上 仅 以 1 为 根 ,而 且 是 ER. git (7.3.10) 式 可 以 写成 


Р 
BD = МӘ + МӘГ + + + RT >, МОРО) 
+ =] 
{> q — (z + 4)  (7.3.11) 


更 特别 ,如 果 (7.3.8) 式 中 的 p= 0, D — 0 2,01) RAF 
(7.3.11) 式 中 的 多 项 式 部 分 ， 
至 于 与 АКМА 序列 预报 相应 的 直接 计算 2,00) 方法 ,以 及 递 
推 计 算 尘 这 里 不 一 一 叙述 了 - 下 面 通过 几 种 常用 的 低 阶 求 和 序列 
和 季 市 性 序列 的 预报 的 例子 ,以 熟悉 这 类 序列 的 预报 方法 。 
© A6. (1 一 B)z = (1 — 0,8)а, 的 预报 ， 由 《7.2.14) 式 和 
(7.2.2) 式 立刻 可 知 | .- 


#01) = z, + >, 2.0) = z, + bal1) = 2„(1), 121 


J=] 


(7.3.12) 
其 中 44,461) 可 以 用 直接 方 窟 计算 СЩ з), 于 是 
* ] 55 f 


` = k —2 
01) = z — 8, Ў Biz; S z, — Ө, У) Aeri —– аа) 
y= 0 = 


(7.3.13) 

[а] КЕҢ, п] ЕН ACi) АО ЕХ Суз) 得 到 

#e (1) = z, + 01) = аы + ObC) — Өш, 
一 z, + 8,1061) — z, + zk] 
= {1 — zgn + 8,2,(1) (7.3.14) 
这 就 是 2 (1) 的 递 推 式 ， 初 值 可 以 由 直接 法 计算 ， 

还 可 以 用 z, 的 预报 函数 来 求 AUG > 1)， 由 于 此 时 p 一 
0，d 一 1， 所 以 由 (7.3.11) 式 ;2&4C1) = А TAGO) (> 1). 
这 与 《7.3.127 式 相同 . | 

#11. ‹1—р,В)(1 — Вл, = а, 的 预报 . 记 10, e Ж, 8,1 
HALA 00) = mei G 2 бу), RACOR | 


AQ) == =, + > wapi — x + pl = ED C, = a) 
=-- 一 Amel, — PU Фі) Жу, - (7.315) 
1 $ 一 站 
而 2, 的 预报 函数 为 | 
#01) = БЮ + КФ, 1> —2 . (7.3.16) 


由 = 2,00) АО + МӘ, вау = 4001) = МӘ + Өрү] _ 
解 出 | С 
= а, меш (аваа) 
当然 , 招 它们 伐 人 《7.3.16) 式 后 ,所 得 的 就 是 (7.3.15) 式 。 此 时 由 
于 直接 计算 纪 ( 门 的 公式 十 分 简单 ,不 必 使 用 关于 包 的 递 推 公 式 ， 
И 8. 在 第 六 章 末 尾 引 用 过 地 球 自转 速率 变化 过 程 的 例子 ,我 
们 根据 历史 观测 数据 ,用 那里 介绍 的 方 靶 ,分 析 确 定 了 它 的 估计 寞 
型 如 下 : 


Fall -一 0.956 B )z; = f; 
现在 根据 这 个 模型 洲 求 s 的 预报 值 2,01), 我 们 仅 著 虑 未 来 时 刻 


° ]86 « 


! 


在 一 年 以 内 , BD (1 < 1 =< 73) ПОНЕО. 应 用 (7.2.18) K, Ж 
中 + 一 1， 可知 


20) =— vita F z; — ГЕ F > ФО? 
注意 此 时 w, = VVar 为 AR(1,0) РЕЯ, 所 以 进一步 有 


2,02) = FHA 十 £, — #6 十 > ¿pi 


а 2641-7 +. z, — zi + ваа), 
— Pi 
0.956[1—(0.956)'] 
— gein F z ар + 22281 (9256). 
Farin T Er aa E 0.044 
x (24 一 Ep- Яр: + = аў. I . (73. 17) 


在 表 ,7.3.1 中 列 出 了 根据 1967 年 3 月 25 日 以 前 的 数据 按 上 
式 预报 方法 ,对 于 半年 以 内 (每 五 天 报 一 个 值 ) 的 未 来 值 的 预报 和 
误差 ， 就 这 些 预报 结果 看 来 ,还 是 比较 合乎 实际 情况 的 . 


Ж 7-3.1 地 球 自转 速率 预报 结果 (误差 = ФАС) tpa) 
aD | ==] : | | ябу | mz 


і — 54663 2 . 13 -23 — 57387 一 和 
2 — 54800 l 14 26 —57474 0 
3 一 54939 | 2 15 27 一 57566 | 7? 
4 | 一 55080 6 16 28 | —576%3 15 
5 —55219 4 17 29 — 57762 23 
á — 55360 2 18 30 一 57865 |. 30 
7 一 55501 ü 19 31 —57972 41 
8 — 55642 _3 20 32 — 58083 56 
9 — 55782 一 3 21 33 一 58201 78 
[0 — 55916 —6 22 34 | —58322 Í 101 
11 — 56047 一 和 23 35 一 58447 | 122 
12 — 56173 Ü 24 —6 36 —58574 | 143 


#19. 我 们 曾经 讨论 过 用 电 负 人 蓓 的 例子 ,按照 第 六 章 的 方法 ,在 
对 历史 数据 资料 进行 时 序 分 析 后 ， 确定 其 可 供 氛 合 的 随机 模型 之 
1 С, (6.3.13) R) 
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(i= gB) 一 Ф,В# Уна, == dys Ф, É 

这 时 记 Ш =E Var, 2 一 Шю, WEA FAN.: 
(I 一 ф.В } (1 — PB” Jw, = 4; 

于 是 由 (7.2.17) 式 可 知 ; 当 or 1) <s Hr Bj, 


r ="! 


РАС) = ziw 十 У) 01 24]) 
. {= E 


其 中 12,01) 可 按 AR 序列 的 预报 方法 求 得 . 
若 采 用 预报 函数 方法 ,注意 s 的 预报 差分 方程 为 
СГ) – фифа – 10) – Ф.Ф, — 24) 
+ pd — 25) = 0, 212 Q 
EMRS (6.3.14) 式 的 解 的 形式 完全 一 样 * 即 
D) = МӨ + [LE > ` ке» CEDE 


j=] 


CERD 


WELSH, Al 
12 . . | 
0 m У (кю cos 7 + De 十 AO sin Ii + Dz) 
j=l 24 24 


则 它 是 1 的 局 期 长 度 为 24 的 周期 序列 。 ATER 1> 0, Mikr 
为 满足 2406 一 1) 1 过 24r 的 整数 , Kik 10 = 1—24(r—1), 
B 1 < Ft =< 24, MEA | | 
#00) = bpi + BYR, I > —25 
H i= 0, —1, 一 2 一 24y 1) 
ҢР + БЮ BO) 一 зш, = в, — 24-и 


_23 
|Ф,| PHP 十 ФГ а а, —23) ч= илл == tga | Жү 
a TP + фу ЗЫР = Ф„С—24)) Е m 5—77 У 
由 这 个 方程 组 可 解 出 КОЛЮ G сл =< 24), ПКК Ж РЁ 


. 1813. 


和 БІ =< ; = 12), ттдж), Е," 
人 #(1) RKA (ЕП (7.2.17) 式 ) 就 得 到 


ELi) = куыш, + s # (1 — 243) 


了 一 局 


== шари 十 У [atp + |Ф,| = f) 


i= ü 
， 下 E е4. : | 
= РР 十 Бер >, qi + EA z RY > LA |: ' 
' ağ 
l-ir 
= кым + М pie 
一 pi” 
— EN 
+ gpa Ы ЗЕ: , 12 0 


这 是 计算 2,0) 的 直接 公式 ， 其 中 PREPO <! 24) 也 直 
接 由 z (7 > 的 ЖШ. 
例 10. 仍 以 电力 负荷 为 例 , 现 在 考虑 采用 男 一 氢 合 模型 《 见 
(6.311) K) 
VV на, = (1 — 0.B)(1 — @,B*)a, 
来 讨论 它 的 预报 问题 . AK hF, < ш = VV, z, — 2р7 2р) 77 
ж-м 十 zm EWE FIRE.: 
wW, z, — Oaa Ban + 8,9,2, 
TE, ACD 可 由 MA 序列 的 预报 方法 进行 预报 ,而 如 他) 由 
(7.2.18) 式 间 接 得 到 ， 为 此 先 求 出 mr 的 逆转 算 子 形式 , 即 


1— У = Bi = (1 — 0,B) '( 0.8) 


i=l 


-($ в) e) 


于 一 站 


= > 1а і — (r eos), 1 
i=D 1 一 дү ag 
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其 中 РА 表示 Á 的 整数 部 分 ， 于 是 


z; 一 е Orai" _ 一 二 git — ohoria 
| l 一 0, "8, Ө 一 Ө, 


РЧ ча ЇХ] 


其 中 өй е0, 将 此 式 代 大 《7.2.57 和 (7.35) 式 便 可 得 到 2.01) 
(1=< 安 25) 的 近似 估计 和 倡 ， 
为 要 使 用 递 推 方 菠 进行 连续 预报 ,我 们 引 人 记 号 


Ө, 1 —8, 
o on, 0 o 
F=|o ` , G=| 0 
Ө, Ü +++ + - . o 1 — Ө, 
766, бз. 0 а} 22х25 ӨӨ! з 
— C.G), 4&(2), +, 0 (25) 
根据 зв дна 
жы == Еф + Gwin 
这 就 是 w: 的 预报 向 量 递 推 公式 . 


再 根据 (72.18) 式 , 并 注意 1 > 25 时, 200) = 0, 可 得 


СЇ) = а-и T Zk |A Zya E > #61), 1 = ! = 24 
. ім} .. 


. | ax | 
#,(25) 一 zion 2(z;, — ы) + > UG + Ф,(1) 
| j=1 
2.01) = Жыз, 十 "(24 一 SiH) 


+ > (Pita >» 


i=1 


仍然 记 1% = 1 — 4G — 1), W 1 =< i* < 24， 于 是 
Ekti- "" #к+*- 


. 99e . 4 


|==] + 1 = = I) кэз, 一 1 一 а 1 


24 24 
koo - 
- |: ЕЗ 
. 24 
p {* > у 
r— 1, {* < + 


9—37 u] 4 


см | 
Eli) = реа + ге, = Zen) + r>, DCi) :- 
i=l 


+ (6 0) >, Фа) = акы и H za — васи 
j= 
1% zs 
+X Фр + о D| a вы + > oG | 
JEt - per 
= aU t (r 1) (2,025) — al 1225 . 


这 就 是 1 > 25 以 后 各 (站 关于 的 直接 递 推 公式 。 它 说 明了 预报 
E 2.00) 随 г 的 增加 而 有 有 明显 的 周期 性 和 线性 发 展 的 趋势 。 在 和 
同 “ 相 位 * 上 , 后 一 局 期 的 值 比 前 一 局 期 的 值 多 了 一 项 (4,025) 一 
NEDIN 

下 商 给 出 电力 负荷 预报 的 一 些 数值 结果 ， 我 们 在 第 六 章 53 中 
磷 经 用 720 个 电力 负荷 数据 对 它 的 模型 进行 识别 和 估计 ,给 出 了 两 
种 估计 楼 型 ， 一 种 是 醇 系 数 自 回 归 季 节 模 型 (6.3.18) 式 ， 它 未 被 
答 验 所 接受 ; 另 一 种 是 榴 系 数 的 滑动 平均 季节 模型 (6.3.12) 式 , 它 
是 被 检验 所 接受 的 .按照 本 节 例 9 和 例 10 介绍 的 预报 方法 .我 们 
分 别 采 用 上 述 两 种 横 型 对 间 一 个 样本 序列 计算 了 以 下 的 预报 生 

e)s #2C25), a809), 

#101), 20025), A9) 
dp e HALAS 8 或 分 别 表示 按 禄 型 (6.3.12) 或 (6.3,.181 
式 进 行 预 报 计 算 的 结果 为 了 比较 两 种 不 间 模 型 预报 的 效果 , 还 
计算 了 预报 误差 最 | 


k = 300, 301, ++ <, 347 


+491 >+ 


:一 一 - r нан — r r e 


Q) = [E >, GG) — nlt 


зз? ¿= 1, 25, 49 
1 i 
oi) = |+ > (aQ) 一 н) 


48 кс 

БАЈА Ат 

а(1) = 30.4,  af(25) = 51.7, of497 = 50.2 

(1) = 31.6, 0®(25) = 36.8, оа?(49) ~ 33.5 

АА Н АЛЕ АТД Н. MEN (6.3.12) 做 一 步 预报 

БЕ С6.3.18) 式 要 好 ,这 是 可 以 预想 得 到 的 ,因为 《6.3.12) 式 拟 合 得 
好 ， 但 奇怪 的 是 ,在 进行 较 长 期 的 预报 时 ,情况 邦 反 过 来 了 ， 我 们 
认为 ,这 是 由 于 (6.3.18) ARF z, 的 差分 阶 数 比 (6.3.12) 式 低 : 
前 者 把 Var: 当做 平稳 序列 ， 而 后 者 把 VVar 当做 平稳 序列 一 
般 说 来 ， 差 分 阶 数 起 高 ， 较 长 期 的 预报 效果 越 差 。 如 上 面 所 表 肖 
的 ,虽然 PC) > PU), 但是, o7(25) 和 or?(C49) 都 远 比 тё 25), 


3 7.3.2 AAAH E 


к а | #ү(1) | 260 фк zen | О | BC) јет iCD | ACD 


— 


301 | 855 | 867.7 | 854.4 | 317] 747 | 741.0 | 738,1 | 333 829.0 | 841.4 
302| 871 | 830.4 | 856.2 |318| 842 | 787,2 | 790.5 | 333 740,2 | 768.3 
303! 868 | 844.3 | E64.0 |319 | 837 [849.6 | 844-3 [335 106.9 | 717.8 
304| 869 Í 567.8 | 863.3 | 320 | 875 { 880.0 | 886.7 | эз 580.4 | 698.2 
305] 858 | 871.1 | 891.8 |321 | 867 | 870.1 | 864,8 | 337 675.2 | 670.4 
306 | 871 | 358.3 | 887.4 |322] 818 | 834.9 | 846.9 | 338 629.9 | 630.1 
3071 886 | 853.5 | 870.6 |323; 735 | 757.9 | 763,6 W 339 630.3 | 617.3 
308| 870 | 863.3 | 871.1 | 24] 748 | 763.2 | 769,2 Ë 340 643.6 | 620.5 
309} 867 | 805.3 | 832,2 1325 725 | 833.5 | 811.6 | 341 715,7 | 686.4 
310 | 755 | 792.1 | 788.9 Е 830 | 762.0 | 775.9 |342 791.9 | 745.2 
зар | 707.7 | 727,5 327] 811 | 840.8 | 800.9 $343 813.8 | 788,5 
312! 700 |-685, | 721.2 [3281 817 | 830.5 | 803.3 | 344 887.6-| 855.1 
313| 676 | 698.2 | 692.7 [329] B76 | 833.2 | 831.0 || 345 896.0 | 867.8 
314| 672 | 656.4 | 672.8 H330! вво | 871.6 | 857.9 | 46 838.7 | 853.9 
313| 680 | 667.4 | 672,8 |331] 890 | 882.9 | 867.8 [347] 798.3 | 801.0 
316| 687 | 638.9 | 656.0 |3321 882 | 866.2 2 [348 811.3 | 829.7 


=L 


#70. 
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osC49) л. ШК. 20Р БЕ 如 ( 站 容易 计算 ,而 在 实际 使 用 中 ,对 于 
较 大 的 计算 2, (1) 还 是 比较 常用 到 的 , 所 以 , 虽然 (6.3.18) БЕЗ 
未 能 被 检验 所 控 受 ,我 们 仍 可 以 采用 这 个 模型 进行 预报 .最 后 ,在 
进一步 考虑 控制 问题 时 , 这 种 模型 也 有 其 方 使 之 处 《 见 第 九 章 ). 
至 于 前 面 出 现 的 o*?(49) < с*(25) 和 (49) 之 o9(25)， 这 可 能 
是 随机 误差 所 致 ， 一 般 说 来 预报 步 数 越 大 ,其 误差 方差 也 越 大 . 

我 们 把 HA), #Т(1) 和 rin 的 数值 分 别 列 在 表 7.3.2 中 供 读 
жеж. MAKENE, (Pat ez 75.6, 而 
а®(1) = 30.4, от(1) 一 31.6， 这 说 明 上 面 这 两 种 预报 值 比 用 样 
本 平均 z 当做 预报 好 得 多 . 


s 4. 随机 序列 的 适时 预报 方法 


前 面 三 节 讨 论 了 ARMA 序列 的 平稳 预报 ,也 就 是 模 据 全 部 历 
SE KE ws witt ЖШ we 的 线性 最 小 方差 估计 信和, 并 且 将 
它们 推广 到 ARMA 序列 和 季节 性 序列 的 情况 但是, 当 实 际 使 
用 这 些 原 则 和 方法 时 ,在 ?9 盖 0 的 情况 下 ,只 能 计算 dG) BSI UI 
E, RAY k RAUA EMRET TARA. 在 某 些 实际 问题 
中 ,特别 是 要 求 连 续 进 行 的 适时 预报 问题 ,常常 希望 根据 实际 上 获 
得 的 有 限 个 数据 sz, нл, с ну ВН win 的 严格 的 线性 最 
小 方差 估计 ,做 为 它 的 预报 值 , 并 且 随 未 的 增加 给 出 预报 值 的 递 推 
计算 式 . 环节 将 给 出 一 种 适 写 这 种 需要 的 新 息 预 报 方法 . 

设 m, Ж) ARMA 序列 ,并 记 

k 
Wl жы fw: w == >` ot G 为 实数 | 

按照 第 一 童 55 的 内 容 ， HE Wis Wais tts wi 对 Wit 所 做 的 线 
性 最 小 方差 估计 ,就 是 ОС, 中 的 某 一 元 素 , 1020 

ур, = EC wyr) шк» Weis “"*у ил) == Ecen WE) 
又 记 一 步 预报 误差 为 

Ep == UO (74.1) 

由 于 ra 是 从 E 的 数据 wis ts wk- 的 线性 组 合 ( 即 
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cy 中 所 获得 的 关于 a, 的 最 大 信息 ,所 以 可 以 说 sx 是 从 新 来 
数据 Hk 中 得 到 的 新 信息 . Е 1 Ers gx, 为 а, fja TtT 
的 新 息 序 列 . | 
rH 84 和 ОЎ, 的 定义 可 知 
k 
Wa в: в == >) den 多 为 实数 | е1 (74.2) 


RERE Җ /]\ 3E TH YFB9PE ЛА СОН, 8—26 55) 可 知 


Евр; == 0, Евер = 0, y =< (7.4.3) 
k 
Фк 一 >; (Ewer) Eep E; (7.4.4) 
更 在, 设 g, Ж АКМА(р, 8 序列 RA ф (B), 一 ӨС Ва,» 令 
О æ тах(р, 9) (7.4.5) 
Fr WE Wrs | і < Q | 


| Р (7.4.6) 
ye = ФСБ) w, = н, 一 >: Pij > О 
imi 


则 不 难看 出 | 
9л =l: y = > Су» C 为 实数 | — э 21 GAJ) 

于 是 类 似 于 (7.4.4) REA 
быз = EG jv 048) 


其 中 Jy = (Ey 8 ED ЖЖЖИ. HFH k =< Q Bi y, = m+ 
( RL С7.4.6) 式 ) 所 以 这 时 有 Jur- = bia 及 
y, — Ўра "= tt — i-a "= 84 (7.4.9) 


m k > 0 时 , 则 有 
. Р 
уд — Îr = p (B ш 一 E(w 一 >; pil Ata) 
一 p(B Jwg 一 (аһа 一 > piwas) 


= рр т РА = (7.4.10) 
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ERAIKIA y 和 ws 有 相同 的 新 息 序 列 ， 因 此 ， 和 《7.4.3) 式 一 
样 有 | 


Es = 0, р <À (7.4.11) 
新 息 定 理 [21】 设 w, 是 满足 АКМАСр, gq) 模 型 的 随机 序列 ， 
那么 
уа 一 ал k = | 
Ep 一 у, 1<4&40 (улу, 
Уук -S Jutis k > 9 
其 中 
| won AA rue)| [r;e 
Ju 一 | <А 52, == k~ ' (7.4.13) 
| ыо? 一 > EO] [уб]? 
ú =k — g 
&>0,&—ечр<д—1 
Yuly)» k — 1 
k—1 
(y) 一 Луу А 1 Ё = 
Yale) = ы > И с) h ? (7.4.14) 
ту) 一 > Jire)» k= O 


当 求 和 号 的 上 限 小 于 下 限时 约定 此 求 和 为 零 值 ,， 510 ryo) = 
Eyryi» ҮСЕ) = Ев}, 
证 明 HH С7.4.9), (7.4.10) #l (7.4.11) u $qd] 
Е(у»— Jindy m Esa; = б, 1=<; <Á 
щу 0 j y, glg < О) 阶 滑动 平均 , 且 y, = ӨСВ)а,, НД 
ч k > Q BJP, 
Eyy; = 0, 1=;/; А-а 
这 说 明 Yk 与 Se = Sie 不 相关 ;所 以 当 # —> О 时 
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Ey; = 0, 1= =< À — 9 
AERA (7.4.8) 式 可 知 
Ў: = > Jus; & > 0 
yp 
由 此 式 和 (7.4.8) ЕПА (7.4.12) 式 成 立 。 再 应 用 (7.4.2) 式 , 从 


(7.4.12) 式 立刻 可 得 (7.4.14) R. 


рса Јьт 68) 1161—01 
Eey; = Ec E; + >, Jita) = 4; (e), 一 了 
5I 0 ， >j 
m s> Q lj 
i—i 
Es;yi = ЕД 8; + >; Jits) 


Y (e), í = J 
0, | i> JER 1 <; < j—q 
根据 以 上 两 式 积 (3.4.12) 式 可 知 ; 3 1 < ; < £ =< Оон 


ко, }—4<==&р—1 


了 一 全 
Juri (e) = Eejiy = E(y; 一 > si] 
f=1 


i—i 
= y, (y) — >; Judit бе) 
=1 


i-l 


>; J s) yz 


¿=max(i—,1) 


Ju yi Ce) = Eeiy, = E[ y, 一 


i=l 
= ур; (у) 一 > Jauja Y бе) 


i =mi q.) 
将 以 上 两 式 两 端 莱 以 Ira RRA (7.413) 20. ERER 
毕 ， . 


. } 96 = 


用 (7.4.12)， (7.4.13) 和 (7.4.14) SRB PJ ЕҢ y, CÈ wa) 递 推 
她 求 出 新 息 序 列 sk, 为 详尽 起 见 ,我 们 作 几 总 补充 说 明 : 

1. туу а Ж ЕЕ Ж. 当 À = О 时 ， у = Фу» Яр p(B ya 
— 0(B)a,; k> Q Bf, уь = ФСВ)ю = OCB Ja; Æ я ИН 51 
平均 .根据 yx 与 a, 的 这 种 关系 ,可 以 利用 y; (Yj; = Ewo) 和 
模型 参数 O, 0, --+,0, 等 值 求 出 ruo) Ж. BAER, ЩА, 
i> ОТА, roon RE k j ВЈРАЯХ. 

例如 ， 求 (1 一 Ф.В) z, 一 (1 — 0 ‚В )а, 中 的 T)» 此 时 
p= 4— O = 1, BPE 52 6 可 知 
1 + 8 — 2010, л, у, (1 一 бир.) — 8, } = 


y Ü = 
1 —- фі | 1 一 Ф 
于 是 
Yuly) = Eyi = Еш уо 
Yny) — Ey; = Е(а, — бүа,)1 = (1 + e 
yxn(y) = Eyy = ЕС а;—@,а, у, = YPT I = —@,тї 
Ya) == Eyk = Е(а, — Dear) = Ушбу) 
Y khi (y) = Eyiyi 一 Е(а, iara) ag- Otga) = —бо 
Yx (y) = Eyiyi == ЕСа,— tiara) yrim [7>1, &22 
2. Ж] (7.4.13), (7.4.14) 式 和 уу). 便 可 递 推 计算 出 Jp 
和 ҮСЕ)» 即 
Yule) = Ушбу) 
Ja = Ya {Ye FAE) == Ушбу) — rule) 
Ja = уз Су) yx (8 )] | 
[yaky) ЉС Yale) 
Tale) = Taky) — [ДАТ „Се ) + Jarac) 
щ k < O hF, 须 求 出 Ja Ja 当下 局 后 ,只 要 求 
出 ta Јаз» 777» Jaa BOPI. 由 此 可 见 用 递 推 公式 求 л 
这 一 9 所 jf 返 昌 一 1) 和 Yiale) 的 最 大 计算 量 只 和 4 的 大 小 有 
关 * 而 和 不 无关, 这 就 是 说 它 不 会 随 帮 的 增长 而 增加 。 
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3. 当 计算 册 Ji Gk ду k— 1) 以 后 , 再 用 《7.4.6) 和 
(7.4.12) 式 便 可 求 出 s, Y , BH 
Бү == yi 
E: == y, — Juni, 
— ys — Л — Jat 
若 要 仔细 讨论 ， 15283 & =< Q $ k > Q 两 种 情况 ， F tk Жз 
HBAR H. 
现在 讨论 如 何 利用 已 获得 的 新 息 序 列 递 推 公式 ， 给 出 适时 预 
ша. 根据 (7.4.6) AM (7.412), 


正二 1 一 1 
wen — У ныб k + 1 =< O 
i=l 
Бан т Р k+I-—1 . 
Ир — D Pi 一 >, Дкзнёз» & 十 {т> О 


у=к+{—4 
将 上 式 右 边 的 求 和 项 都 移 到 堪 边 来 ， RARE ТЕ x 已 知 下 
的 线性 最 小 方差 合计 ， 由 此 得 到 | 


k . Е 
> Јаз. 4+1=0 
аарак "= ii k (7.4.15) 
> фи кыр > Je А+її>О 
J =1 了 一 本 


Ярі j << 0 BF, Фын = шы 当 求 和 号 的 上 根 小 于 下 
限时 令 其 求 和 为 零 。 要 注意 , Ju 只 与 内 的 模型 参数 值 有 关 , 而 与 
它 的 样本 值 无 关 ， в 还 与 w 的 样本 信 ил, wis; ,wi 有 关 ， 

x k + 12 Q Bf, 由 《7.4.15) 式 可 得 | 

ФСВ)фаы = б, > 了 067.416) 

其 中 后 移 算 子 B 作 用 在 1 E. 特别 在 ARG, 0) 序列 的 情况 下 ,由 
于 这 时 4 一 0，9 一 max(py 4) р, 于 是 《7.4.16) 式 为 ， 

| | PEB ) 一 0, 1> 0， k > P | Е 
而 且 初 始 值 2,4 == Wht 人 一 0， =l; -7ta рс 1), ;这 表明 
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此 时 dina 与 友好 站 完全 一 致 , 即 当 支 p 以 后 ，AR EAER 
预报 和 平稳 预报 是 完全 相 局 的 ， 因 此 ARCO, 0) 序列 的 新 县 序列 
为 | 
Eg 一 Wy — Фф "= юр Фф, (1)= a> k> p (74.17) 
ZÉ 0, Ўр MA sZ ARMA 序列 的 时 候 , 一 般 к, 关 а, EE, Ei 
于 成 ts Brall) 分 别 是 在 已 知 9 1 和 时 的 线性 最 小 
方差 估计 ,显然 О СО, ,, 所 以 . | 


2 
s; Elm — bC = E [+= > а] 
. j=l 
к—1 1 
< Еб haaa)? = Ев} < E (wh Ў mwai) 
. i=l 


=== E( a, 十 > x=; 79] = 22 + (У) к) 
=k "二 点 


由 于 |х = Ce 下， 所 以 上 式 右 进 最 后 一 个 求 和 项 的 方差 将 随 
4 ЖЕЖ Га. HEEE 
өз == Elw, — BP = Bm Ев} 


另外 , FH (7.4.1) ЖАП 
E(a,6,) = Eag д) = Еамеь == са 
于 是 由 以 上 二 式 可 知 , 当 让 一 00 时 | 
Е(ар — Ep) = Еа? + Ев} — 2Ёв„в„ = Eef 一 т? -> 0 
由 此 可 知 ， 当 天 一 0 时 ， 不 仪 平稳 预报 与 适时 预报 的 误差 方差 渐 
近 相 等 , 而 且 误 差 本 身 也 是 新 近 相 等 的 .对 于 G > 1) 步 预报 也 - 
有 类 似 性 质 , 我 们 不 一 一 证 明了 . 

” 上述 分 析 和 证 明 告 诉 我们 ; 无 论 对 АК, МА 或 ARMA 序列 ， 
当 帮 很 大 以 后 ,适时 预报 与 平稳 预报 都 肖 近 赵 于 一 致 ， 因 此 ,在 实 
际 应 用 中 裔 到 连续 预报 的 问题 时 , 若 计 求人 队 较 少 的 数据 开始 预报 ， 
并 且 希 望 尽 可 能 给 出 好 的 预报 值 , 那 末 开 始 一 蜗 : 可 以 利用 本 节 的 
适时 预报 方法 ,而 当 增长 到 一 定数 量 以 后 ,为 了 减少 每 步 的 计算 
量 , 再 改 用 平稳 预报 的 递 推 方法 。 这样 把 两 种 方法 结合 起 来 使 用 ， 
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既 可 以 提高 预报 精度 ,又 可 以 节省 计算 量 . 

关于 ARMA 序列 及 季节 性 序列 的 适时 预报 方法 , 仍然 是 从 
它们 与 平稳 序列 的 关系 出 发 、 利 用 平稳 序列 的 适时 预报 组 成 这 些 
序列 的 预报 公式 ， 

П, Ме 一 we wi 为 ARMA 序列 .那么 ,定义 Ялы ™ 
ЕСзьн| sis Жу, * "5 2.) == Et{szitil Zis fUyy * * "y 0.) 由 此 ， 我 们 
可 以 导出 类 似 于 {7.2.13) 式 的 公式 


! 
Par ™ E( 24 + >; А1 бүз Waa `7 "5 wi ) 
` j=1 


і ` 
=“ z, + E (> аз | Zao at T “у wa) 
我 们 仍 假 定 初 值 z, 与 w 独立 , 于 是 


1 
Batta = z, + E (>° gti l ws 7775 w ) 
-j=1 


Н 
— = + 2, batio K = 2 (7.4.18) 
i=l 


其 中 barpa m EC igrl Wis илз, ttry wa) = Emin! W EA 
由 前 面 的 适时 预报 公式 递 推 计 算 . 

又 如 ， Vr, = ш, ш, ARMA 序列 ， 那 么 由 类 似 上 面 的 分 
析 可 以 得 到 与 (7.2.15) 式 相似 的 公式 | 


r—1 


Értik е Bitr 十 > i Rt (7.4.19) 
j=0 


Жн (,—1),< =н, riin Е (iti (W = 
EC weti | ws Witas ttt oy) 它 可 由 前 面 的 得 有 时 预报 公式 递 扒 
计算 ， . | 
不 过 实际 中 的 季节 性 模型 的 预报 问题 ， 采 样 间 隔 都 是 比较 长 
的 ,所 以 一 船 说 来 并 不 使 用 适时 预报 方法 ， 
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第 八 章 ”线性 系统 的 识别 及 参数 估计 


$ 1 离散 线性 系统 


在 很 多 控制 系 绕 中 ， 常 常 以 电器 元 件 组 成 的 线路 做 为 输入 输 
出 系统 的 例子 。 如 图 8.1.1 BUR: 


жг) x 系统 | уб) 


图 8.1.1 输入 输出 系统 


输入 Се) 和 输出 yG) 都 是 随时 间 连 续 变 化 的 电讯 号 (如 电压 量 )， 
系统 结构 是 由 确定 的 电子 线路 组 成 的 ， 例 如 在 绪论 中 担 到 的 轧钢 
过 程 就 是 一 例 ， 但 是 ,对 于 大 量 的 实际 系统 来 说 ,不 能 完全 知道 其 
结构 ， 或 者 无 法 知道 ,对 输入 输出 量 却 能 进行 测量 ， 这 时 ,为 了 掌 
所 yG) 和 хе) 的 依赖 关系 : 握 出 了 如 何 依据 输入 输出 量 的 调 量 数 
据 ， 对 系统 进行 描述 和 识别 的 问题 .近年 来 由 于 电子 计算 技术 的 
广泛 使 用 ， 用 连续 系统 离散 化 的 方法 解决 系统 描述 和 识别 等 问题 
更 被 人 们 注意 了 .离散 化 的 办 法 常用 等 间隔 骨 时 采样 ， 等 间隔 积 
分 采样 等 ， 当然 ;还 有 的 实际 系统 本 身 就 是 离散 系统 ,例如 第 二 章 
§1 中 例 U 的 计算 机 的 人 金 人 误差 系统 . 这 一 章 将 讨论 用 ARMA FF 
列 分 析 的 技巧 解决 离散 系 绕 的 描述 与 识别 问题 .为 此 在 本 节 先 
介绍 一 些 关 于 离散 系统 的 预备 知识 . 

下 面 所 称 的 系统 ， 限于 若 起 标量 离散 实 恋 系统 , 即 它 的 输 和 办 
ш ИНЕ ДЕЕР. 对 于 某 个 系统 ， 当 以 任意 两 个 不 同 的 zj 
及 хї 为 输 人 时 ,我 们 把 其 相应 的 输出 记 为 ye BË у”; 如 果 以 zt 
和 x 名 的 任意 线性 组 合 ап? 十 fx 为 系统 的 输入 时 ， 其 输出 必 
是 my tA, PARKLARA REAA. SEEE? 值 ,以 
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х, 为 输入 时 ， 其 输出 为 y-o 则 称 此 系统 为 非 时 变 或 定常 系统 . 
以 下 所 讨论 的 系统 ,都 是 这 种 非 了 时 变 的 线性 系统 。 
如 果 一 个 系统 的 输 和 人 输出 关系 为 


yr 2 hix (8.1.13 


je — = 


其 中 У 二 00， 那么 它 必定 是 线性 非 时 变 系 统 。 如 果 进 一 步 


”有 


p У) hita. (8.1.2) 
#=0 


即 лу 三 00 < 0)， 列 称 此 系统 为 物理 可 实现 的 .这 时 ， 它 的 输 
出 景 只 依赖 于 现在 和 过 去 时 刻 的 输入 县 . Е 

在 (8.1.2) AH, А Н", ИП x, == 6, (8, — į; 
a = 0, tœ 0) 时 ,系统 相应 的 输出 为 六 到 天 类 似 于 连续 系统 ， 
我 们 称 А, 为 系统 “8.1.2) 的 脉冲 响应 函数 ， 又 称 


Аў == > h; (8.1.3) 
f ' i=ġ 
АЁ EK М PS Ж. 
如 果 令 
ACB) = 5 A Bi (8.1.4) 
І] (8.1.2) У н] {Ж 
у, = АСВ ух, (8.1.5) 


通常 称 (B) 为 传递 函数 :(8.1.5) 式 为 传递 形式 . ` 

我 们 将 要 用 到 的 离散 系统 是 《8.1.2) 式 的 一 种 重要 的 特殊 类 
型 , 即 输 人 输出 过 程 满足 如 下 的 差分 方程 式 : ` | 

《1 + А 4,92 + +++ + Буу, = ССІ + m V + ++ 

H nV rs (8.1.6) 
其 中 ROS =< r), yU =< j= y 是 党 数 系 数 ， J: ; ЕЛУ 
运算 ,办 为 у= 1 — B， 上 式 义 容易 改写 成 
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.—— ——— 一 ж-ш r n. .  - 


(Т1—4,В—----—&В')у, 一 《io — о,В—-+--+—о,В' )х, s (8.1.7) 
这 样 的 系统 称 为 有 限 阶 离散 定 抽 线性 系统 БШ ОН Cr, s, 5) 
表示 3 Ú; > 好 基 它 的 参数 ; 站 之 0) ЕАО КРК. Ф 

¿(B)=w= 1 — В — --- — B” 

OCB) = wa — wB — +5. — >, RB: 

wB) = Q( B)B° 
于 是 (8.1.7) 式 又 可 简 记 为 | | 
¿(B )y, = ol В ух, : . (8. L. в) 
љун вии ЕЕ, # (8:1. 5) ARAE 
式 得 

ЁС BOAC B Jx; = o( ËB )=, 

对 于 任何 输 人 量 *。， 上 式 均 成 立 . 于 是 传递 遂 数 AC B) WEHE: 
¿UB)DRK(B) == оСВ). НЬ ЖЖ, 易 知 脉 站 响应 函数 和 满足 
FA: 


ü, < Ë | | 
э ft = b Е | 
А, = 1 ° (8.1.9) 
Eie- +++ bh rss Š + 1=:= Pb +: i 
ČA i—i +-+ Ea fF—ry š = Ë + F + 1 


为 了 保证 由 上 式 解 出 的 如 具有 绝对 收敛 性 , 即 УЛА < co ,我 们 

只 讨论 5X) 一 0 的 根 都 在 单位 圆 外 的 情况 ， 这 时 此 系统 被 称 为 
稳定 系统 . 这 个 条 件 相当 于 АКМА 序列 的 平稳 性 条 件 ， 系统 参数 
的 稳定 域 也 和 ARMA 模型 参数 的 平稳 域 类 似 ， 可 参看 第 二 章 52 
的 讨论 . 在 稳定 性 条 件 下 , (8.1.8) 式 的 系统 输出 可 表 为 


у= СВ) Cer = ACB)z, — > hiz (8110) 


其 中 ñ, 由 差分 方程 (8.1.9) 式 算出 . 现在 分 析 一 下 这 种 大 序列 的 
变化 规律 ， ТЕ b ABU, А, w 0; 从 5 到 上 + +, А, BITRE: 从 


ñ, 一 一 二 (8.1.11) 
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由 于 并 8) 满足 稳定 性 条 件 , 所 以 必 有 

|А = cz s . 
съ» сз Ein F pek. BU А, k n E $t PG ВТЕ. ЯРЫ и — 0 
B, AM b +í + 1 开始 截 尾 ; reli, | 所 | 从 上 5 十 :十 1 
开始 为 俩 指数 型 的 函数 ; 而 且 ; # Z, > 0, MIA, MEEDER A. 
Ж, < 0, 则 和 从 此 正人 负 交 错 地 取 值 ; 34 + 一 2 时 , A, BJ Bš SB 
(2225 + +1) ЫЕ 52 fJ 1 的 px 的 晓 部 完全 相似 ， 

HT (8.1.7) 斌 这样 的 系统 ;如果 取得 了 一 眉 输 入 输出 的 数据 
序列 ;如何 用 它们 对 系统 进行 识别 估计 ,是 这 一 章 所 要 讨论 的 主要 
内 容 ， 常 见 的 误 别 方法 有 两 种 一 种 蚌 以 脉冲 量 做 为 输入 ， 那 么 
相应 的 输出 便 是 脉冲 响应 函数 记 ; 另 一 种 是 以 外 噪声 序列 做 为 输 
人 人 人， 然后 对 输出 景 进行 时 序 分 析 ， 出 此 得 出 的 估计 模型 便 是 对 
(8.1.7) 式 的 信 计 ， 使 用 这 两 种 方法 时 , 要 求实 际 系 统 能 够 以 脉冲 
或 号 曲 声 为 输 人 进行 试验 ,但 是 ,在 其 些 实际 问题 中 ,这 是 做 不 到 
的 ,或 者 这 样 做 的 代价 太 高 了 . 这 里 我 们 将 要 介绍 一 种 新 的 方法 ， 
它 对 输入 序列 不 必 加 严 客 的 限制 , 即 在 系统 正常 运行 时 ,只 要 记录 
下 输入 量 和 输出 量 就 可 以 估计 系统 的 阶 数 和 参数 . 具体 地 说 ， 即 
当 输 人 x, 可 以 设想 为 平稳 序列 的 场合 ,这 时 我 们 可 认为 输入 x 为 
某 一 ARMA 序列 ,或 者 能 用 АКМА RARS, Вр 

PLB = ӨСВ)а, (8.1.12) 
其 中 a, 为 如 前 几 章 所 述 的 白 噪 声 ， 那么 , 将 它 代 人 人 (8.1.7) RE 
得 到 | 

6СВ)ф(В)у, — wl B)o (B )х, == wÇ B )Ө(В )а, 

— О(В)6(В)а,_› (8.1.13) 
我 们 总 假定 В )рСВ)у 5 ABR) 无 公共 因子 ,而 且 o, >= 0; 
ШЖ =, 输出 y 为 ARMA (р + rag + 2 序列 , 与 它 相 应 的 白 
Ый рч ЕУ] Ж) Wop ” 它 相对 于 a, MER b ЭДЕН, 并 且 相 差 一 个 
因子 (oa. 

当 实 际 输 人 х, 为 非 平稳 序列 时 ， 我 们 假定 它 能 用 某 一 ARMA 
(p, d, a) FPF ЛДЫ Ж, Б 
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| ФСБ) ух, = (B Ja; (8.1.14) 
这 时 由 《8.1.7) 式 得 到 
ЕСВ)ФОВ уу, = (В )0(В)а, = Q(B)9(B)>a,-, (8.1.15) 
同样 假定 ¿(B )p(B)vV4 与 O(B)6CB) 无 公共 因子 , ИП Н. wo >< 0; 
uj hL у; 2) ARIMA (Р + +, 2, q + ғ) 序列 , RM BJ E B yE РЕЈ 0) 
我 们 还 可 以 进一步 考虑 如 下 的 更 有 实际 意义 的 情形 ; 即 假设 
在 记录 у, ЇЇ т Ж Ж ЖТ л, (比如 记录 误差 ,或 模型 近似 产生 
的 各 种 误差 )， 这 时 ,真正 取得 的 输出 量 为 
zm y, + _ (8.1.16) 
ЯНИ sn, Ж АКМА (Pas 4.) 序列 , 而 且 与 x 相互 独 并 .当然 也 
HAFA п, Му ARIMA 序列 , 但 是 并 没有 本 质 差 别 ， 我 们 只 讨论 
s, 为 平稳 序列 的 情况 ,部 
Ф.С B ўз, == Bt B Ja; | 
a YARE, 于 是 (8.1.7) 式 在 输出 有 干扰 时 的 模型 被 描述 为 
— y; + n, = š (B ye ( B)z, + gs!(B)0,(B)w, (8.1.17) 
者 x, 为 | ARMA (р, 4) 序列 ,出 由 上 式 得 到 
z = t (B)eo(B)p (B)0(B)a, + 02'(B)0,(B)a, (8.1. 18) 
它 可 看 成 是 以 a, 和 a, 为 双 输 人 的 输出 ,如 图 8.1.2 所 示 . (8.1.18) 
式 的 右 方 第 一 项 称 为 系统 的 传递 部 分 ， 第 二 项 称 为 系统 的 品 声 部 
分 . 若 r ARIMA (p, d, q) РУ), Ш (8.118) 式 可 写 为 
Va—t B Jo(B Jp В )8(В)а, + pa (BN B)V%a, (8.1.19) 


| aw) свв) 人 
KB)6,(B) 


! 
і 
L — — — — —— — ‚шы шып a Ga amam ШЕШ uru ms wr r h Ы aza шил кер шүн шшр шш шшш шш w 


图 8.1.2 {ТАЕНЕ ЖА 


— | 
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А ііі. Ла агитира r РАНА а errr r 


经 过 这 样 差分 处 理 后 ， 这 类 非 平稳 输入 的 系统 识别 问题 也 可 也 化 
为 平稳 输 人 的 情况 来 解决 ， | 

如 上 所 述 ， 我 们 所 说 的 系统 ( 带 干 扰 的 线性 定常 稳定 有 限 阶 
系统 ) 识别 和 估计 的 全 部 内 容 可 归结 为 ， 利 用 输入 输出 数据 列 
Сх, 21), (235 а>)» tta (ху. zy)’ Ж] ЖАЙДЫН Ж (ғ, fy Р), (ps; 4) 
Яп (р, 4, 4) 进行 识别 ,以 及 对 诸 参数 5] < i =< r), m (0 < < 
+), qp, (1 = z = Pn) Dail = ; =< Ja)» p,(1 = £ = Р) 和 81 = J 
=< q) 进行 估计. 


$ 2. жа E 12 BR 3k 


从 前 一 节 可 以 看 到 ,为 了 进行 系统 识别 ,需要 处 理 两 个 随机 序 
列 的 样本 数据 .” 如果 把 一 个 系统 的 输入 х, 和 输出 z, = Ek Et S 18 
为 零 的 二 维 平稳 随机 向 量 序 列 ， 那 么 ， 按 照 第 一 章 $4 所 介绍 的 内 
容 , 这 个 二 维 随机 序列 的 协 方 差 函 数 应 是 一 个 二 阶 上 矩阵 , 它 的 右上 
ALKE | 
yx(xz) = Ezxizirk5 $= 0, +1, +2,77. (821) 
称 它 为 x, 与 z, НА И ЗЕРИ К. 另外 , НУРЕ ЕН 
Taler) = Eze == Ех, m Ex == Y (xz) (8.2.2) 


为 简明 起 见 , 令 о = y (r<), ої 一 y (zz), Ж 


piler) YG) olar) = Ya) (C8.2.3) 
` х y . К, n 
PR EZ 29 x, 与 z, (z, Б) х.) BU HPE. 同样 易 知 
pr xz) 一 pls) (8.2.4) 


一 般 地 , 设 (а, 21), EFP #›)» `... (х0, ам) 是 任 一 均值 为 零 
的 二 维 平稳 随机 序列 的 一 段 样本 值 , N % ЖЕШ. Ф ` 


N-k 
L 
N > ЗЕЕ k = Ü 
Palerm о (8.2.5) 
1 . 
一 >, tjt» k < 0 
N узу 


з (ни Т КЕ М alar), 我 们 称 它 们 为 ЕА 与 zr 《或 z: 与 xJ RJE 
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本 互 协 方差 函数 .显然 ,着 在 上 式 中 以 * 代替 СЫ е 代替 z), 
就 得 到 z, (或 =) 的 样本 自 协 方差 函数 ， 为 了 简化 符号 我 们 记 
?#а\хх) = Falar), Falas) = File), 01 = j (z), б1 w Fl) 


X. 


pk(xz) = BGD, bilar) = 10028) (82.6) 
т 


Falez) = Fler), krr) = Aaler) (8.2.7) 
完全 类 似 节 有 бахх) = filr), Alar) = Ala) 它们 分 别 是 <, 
和 z; 的 样本 自 相关 函数 ， 

我 们 引入 样本 互相 关 了 水 数 的 上 且 的 ， 是 为 了 用 它 来 估计 理论 互 
相关 涓 数 ， 因 此 很 自然 地 要 关心 它 与 理论 值 移 近似 程度 如 合 。 可 
以 证 有 明 , 在 本 书 所 限定 的 正 态 平稳 序列 的 条 件 下 (事实 上 还 可 以 在 
更 一 般 条 件 下 ) 这 些 估计 是 狐 近 无 偏 和 相 容 的 。 证明 方法 和 一 维 
EER. 这 些 估 计量 的 渐 近 方差 由 下 述 多 维 情 形 的 Bardet 
公式 给 出 , 即 当 样本 NN 较 大 时 ， 

соу (Px(xz), ña (zz)) == =. >} p (x) Сз) 


+ p_j(xz)pasgaai (xz) + р(х р кыбха) 
[0 + (о 

一 рб х=) ple ) pir tr re) 十 p-i(xz)oj+k+ (z) ] 

一 рыб) о; (х) рахе) + p-(za)oa (21 (8.2.8) 
当 一 0 时 ,由 上 式 即 得 到 P(xz)》 的 误差 方差 var(p4(xz)) 的 渐 
ЖУЗ; 当 x 一 z, HB, ple) 一 oz == px(xz)， 以 此 代入 上 式 
便 得 到 一 维和 的 Bardet 公式 《证 有 明 见 附录 $2). 

如 采信 在 两 个 整数 (包括 土 oo) K, < K,, 使 得 当 j> K, 或 

< K, 了 时 , EE pj(xa) 0, ЖААК. k F IU А 十 二 都 在 区 
[BJ [Ko К] 之 外 时 ,由 (8.2.8) 式 可 得 
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cov(óx( zz), бкыбхе)) == == x. È e; (w)oa kr) (8.2.9) 


特别 当下 在 [K,, Kal 之 外 且 1 一 0 BJ, 
var( plazy) == < D aae) ` (8.2.10) 
如 果 除 上 述 条 件 外 ,再 设 x, 是 白 曝 声 , 则 以 上 两 式 进一步 简化 成 


соу дт), ószi(az)) == = обе) (8.2.11) 


var( б,бха)} == = (8.2.12) 


现在 ， Ж Tr RAM, 且 对 任意 fo охх) — 0, 应 用 上 述 结 果 可 
知 ， 此 时 6zC( zz) CH & ДЕДЕ) 做 为 随机 序列 ， Я ЕА 数 近 


(И 
Са, абан) = оаа) Paala) 
Аа КШ [уа (а(х) ° var (Aka (х2 У) 1 
== pie) (8.2.13) 
由 此 可 见 在 所 设 条 件 下 ;, z, 与 z, DERELERDE 
= 而 且 样 本 互相 关 函 数 的 理论 自 相关 函数 渐 近 等 于 ж, 的 自 相 关 


嚼 数 ， 这 些 性 质 在 本 章 以 下 几 节 中 将 要 用 到 ， 


53. 系统 的 初步 识别 与 估计 


我 们 先 以 有 输出 于 找 噪 声 的 模型 58.2.17) 式 讨论 起 ， 如 前 所 
Ж, BE n, 为 АКМА (Pas 4„) 序列 ， x, Ж ARIMA (р, 4,4) PF 
#|. 4 d> 0 BF, RE Vir 以 代替 z, TE Vz, КВ Н 
成 《8.1.17) 式 的 形式 (如 《8.1.19) 式 )， 因 此 ,我 们 只 人 须 讨论 r, 26 
ARMA (р, 4) 序列 的 情况 .为 了 解决 本 章 s 1 末尾 所 指出 的 识别 
和 估计 问 题 , 可 分 为 两 步 进 行 ， 第 一 步 是 对 x, 的 模型 进行 识别 和 
fkr, 这 只 须 用 到 数据 x rn 555, ху 和 以 前 儿童 的 方法 , 这 里 
不 再 重复 。 第 二 步 , 即 在 x 的 模型 和 参数 被 确定 以 后 ， 进 一 步 识 
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别 估 计 (8.1.18) 式 中 的 4B), oB) 和 gp,B), 65) 的 阶 数 与 参 
Ж. 为 解决 这 后 一 步 的 间 题 ,我 们 先 将 (8.1.18) 式 改 写成 
g(B)0-1(B)z, = L (B)eo(B)a, + p(BIO (Вя, (8.3.1) 
| 令 м, = p(B B jz, в, = p(B)0-X B)n,, 于 是 (8.3.1) AP 
简 记 为 
t, = GB Jo B )a, + е, = ACB Ja, + e, (8.3.2) 
这 样 一 来 ,对 模型 (8.3.1) СОЛНЦА ИАА, ESATA RN 
(8.3.2) 式 的 识别 和 估计 问题 。 后 一 模型 形式 上 和 原来 的 (8.1.17) 
AAR, 不 过 它 的 输入 的 成 了 日 束 声 序列 a. 这 种 转化 手段 称 为 
“ 预 白化 方法， 当然 ,如 本 章 红 1 所 说 过 的 那 祥 , 若 能 对 原 系 统 直 反 
WWA GRE w， 这 一 转化 步 旦 便 可 省 去 .由 此 可 见 , ZE $G A Е 
RER, RA (8.1.17) 式 的 识别 与 估计 可 以 直接 合用 本 章 以 下 将 
村 介绍 的 方法 . 
如 前 所 述 ,我 们 已 慨 定 x 与 т, 相互 独立 ,因而 ， а, Ба, 8, 45 
是 相互 独立 的 序列 ， TÆ, ТЕ (8.3.2) ЯЕ И aa 并 求 其 数 
ЗЕН (ТЕТЕ o EARE) 
тъ(аи) = буо 
所 以 有 
Ау = _ ҮК ан) = 2, plau), k > Ü (8.3.3) 
8 а : . 


此 式 及 其 上 述 的 分 析 , 是 我 们 进行 系统 识别 的 重要 依据 . 
依据 模型 (8.3.1》 或 进行 识别 估计 , 要 利用 样本 数据 lr з) 
G <;=< N); 同样 ,依据 模型 (8.3.2) 式 进行 识别 箔 计 , 要 利用 样 
本 数据 Gea) (=<; 所 W)， 后 者 虽然 由 于 输入 化 成 自 曲 声 而 
变 得 简单 了 ， 可 是 我 们 原来 只 有 数据 (xj, zD) (1 < ; < N), 怎样 
才能 获得 样本 (4aj, к) (ї < ; < N) E hF =, 的 模型 和 参数 已 
经 确定 , 即 pCREB х, 的 样本 x (1 < < N) 也 已 获得 ， 
按照 第 四 章 或 第 六 章 的 方法 ， 可 以 求 出 mw (=pC8)9-1(B)xs) 的 
样本 估计 值 2,08, хь), 其 中 有 为 和 的 模型 参数 向 量 ,， xw 为 的 
样本 数据 向 量 ， 当 六 很 大 时 ，, 除 前 面 G 较 小 时 ) 的 几 个 208, хы) 
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以 外 ， 其 余 的 样本 估计 代 都 非常 接近 于 与 料 本 向 量 x, 相应 的 样 
本 慎 a. 因此, 我 们 不 妒 就 这 它们 近似 当做 a;， 并 且 在 符号 .上 世 
不 再 加 这 期 , 就 以 a W2. XAF u = p(B OHB w MEE 
类 似 的 方 靶 可 计算 出 相应 于 gO =< ; = N) R E 2,68, 
zx) (1 =< =< N), 同样 当 N 很 大 时 ,它们 与 真正 样本 信 =; 相近 ， 
因此 也 可 以 近似 当做 真人 ,并 为 简单 起 殉 仍 用 и 记 之 . 总之, 当 已 
给 数据 (x; z) (1 << j << ND) 后 , 按 第 四 或 第 六 章 的 方法 恒 可 求 出 
EMERGERE (Gup (1 у М). 利用 这 些 数 值 , 按照 
5 2 的 公式 可 计算 出 样本 互相 关 函 数 20а, н) K 62 б. НЕ {Ж 
(8.3.3) o 


Ё, == Ôn Aklan), k > 0 (83.4) 


类 可 作为 h, E YF. EETAS piP mj z РЕ СИЗ ЇН YU А, 
以 后 , 恒 可 依据 (3.1.9) 式 所 表明 的 A, 的 诸 性 质 进行 系统 的 识别 和 
估计 .下面 分 别 对 无 输出 干 抗 和 有 输出 和 干 角 两 种 情况 加 以 讨论 . 
在 无 输出 干 抗 时 , (8.3.2) 式 应 为 

u, = АС B ja, = COCR JGR Ja, (8.3.5) 
这 时 , 若 将 сооз, ARAR EIB ЖЕ НЕЗ E WA (8.3.5) RH 
好 说 明 <, ХАРЕ Pa E, 而 言 是 一 个 ARMA (>, 7) 序列. 于是， 
按照 前 几 章 的 方法 。 只 圳 利用 数值 a (1 <j < N) 便 可 直接 对 


(B) 和 — (в) (相当 于 qg(8) MO) 进行 识别 和 估计 ， 为 


此 , 我 们 还 总 假定 LO) 满足 可 逆 性 条 件 、 这样 识 别 信 计 所 得 
到 的 и, 的 模型 记 做 
ф.СВ )н, == BB YE, 
其 中 足 标 =* 表示 与 u 序列 的 模型 有 关 的 函数 或 变量 ， 其 它 类 似 
的 足 标 有 相同 含义 。 那么 , ИТА ССВ), ACB) 和 (ws 的 
ily 
估计 分 别 为 
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ECB) = ф,(В), LOG) — (B), (0, = Ф 


由 此 三 式 可 以 解 出 6 фа (1 <; < Р), Га 一 Ê, а,— ë, 


(1=< j; Egu), r= pus s= 45 Жїн 63 = Faa) 可 由 21 < 
i < N) 的 样本 方差 求 得 . 由 此 可 见 , 为 了 完全 确定 出 (8.3.5) 式 
的 模型 估计 、 还 须 对 oÓ 的 符号 和 “之 值 做 出 判断 和 估计 。 根据 
(8.1.9) 式 和 (8.3.3) R> HR <Р, MA оК) —0. 又 由 
(8.2.12) TTA, Aalan) (k < b) 的 均 方 根 近 似 为 > 根据 这 
些 性 质 , 检查 обон) (一 0， 1,2。.…-)， 从 不 等 于 佬 么 开始 ， 
1 2 3 . | 

它 显著 地 超过 75 (比如 超过 Fa 75 认为 是 显著 的 ), 我 们 
就 以 这 个 万 作为 5 的 估计 值 ， 仍 以 5 表示 之 。 表 由 (8.1.9) 式 和 
(8.3.3) 式 知 ， Yalan) 一 дьо» ñ, == itg? Ate kA H 4, WEAS 
来 确定 о, 的 正 负 号 ， 到 此 为 止 ， 便 得 到 了 《8.3.5) 式 的 一 种 初步 
估计 结果 . - 

在 有 和 输出 干 护 项 的 情况 下 ， 由 假设 已 知 (8.3.2) 式 中 А(В)а, 
与 e, 两 项 是 相互 独立 的 序列 , 因此 它 的 识别 估计 问题 与 第 六 章 的 
序列 分 解 问题 有 些 类 似 . 但 有 利 的 条 件 是 ,这 里 第 一 项 А(В)а, 中 
的 а, 的 样本 信 可 以 由 输入 值 z, (1 =< j < N) 获得 估计 ， 下面 将 
仔细 分 步 叙 述 有 干扰 时 系统 的 初步 识别 和 估计 方法 . 

1. (2,5, 5) 的 识 唱 方法 ， “上 的 识别 方 靶 与 无 干扰 时 完全 —- 
样 ， 为 了 识别 r 是 否 为 零 , 利用 > = 0 FF p, — 0 G 22 ë + + + 1) 
的 截 必 性质， 于 是 ,可 根据 Дә» 的 绝对 值 是 否 从 某 个 加 以 后 小 
于 -2 或 -3 判断 + 为 零 或 不 为 零 ， 若 判断 + 一 0, ШРШ 

VN VN 

识别 为 起 ЖЕҢЕТ, эе 0, HJ (у, /的 识别 是 比较 困难 的 ， 一 般 只 
能 很 据 (8.1.9) 式 后 面 关于 А, WERKTE, 从 低 阶 开始 逐 个 进行 
尝试， 所 以 只 有 (r,s) 不 太 大 时 才能 用 这 个 方法 ， 
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例如 , *: 已 定 为 如 下 的 模型 
(1 — 1.978 + 1.37B? — 0.3483), = a, 
则 
w = (1 — 1.97B + 1.37В% — 0.34 B°)z, 
根据 296 对 Go 2;) DAREA HRY 


0: == (0.1885 
бз = (0.358): | 
Á = 0 1 2 3 4 s ` g 


alan) = —0.01 0.05 一 0 的 —0.27 —0.32 —0.43 —0.27 
Ë, ~ —0.02 0.10 —0.06 一 0.53 一 0.63 —0.88 —0,53 

2 8 9 10 · 

0.17 -0.03 0.03 —D.D5 

—0.33 —0.06 0.06 —0.10 


注意 -上 一 一 一 = 0.06; 由 以 上 数据 可 知 ， Аан), Alan), 
Мм v296 

дач) 的 绝对 值 都 不 二 0.06 明显 大 ,而 |Сон) | — 0.27 WEK 
地 六 于 0.06, КИЕУ b — 3, XA А,, А,, --+ 诸 量 的 绝对 值 较 大 ， 
MAAR ғ 次 0。 但 是 可 以 认为 和 从 天 一 5 开始 按 负 指数 规律 
吉 减 ,此 京 实说 明 * 可 取 为 5 一 一 5 一 43 一 2， 至 于 + ШАА 
1 开始 逐个 尝试 .在 记忆 宇 5) 衰减 较 快 时 , 一 般 > REIR 2 
等 不 太太 的 值 ， 

2. 传递 部 分 的 参数 矩 估 计 方 法 ， 当 (rr b) 被 识别 出 后 , 在 
(8.1.9) 8 А, 2 Л ЕН (8.3.4) АЖ АО А, Н ИШНЕН 
(В), QCR) HAA Eint E, PI h AHA 


ь == бұ» k == Ë 
ha = Eiht- thr- t ee t Erk- рь 
+ 1 &Ё S 5 +5: (8.3.6) 


Áx — Ekr- + Le а-2 +-+ E PE 
b + £ + 1 < KÁ = Ë + + + r 
ЖШ &, (1 < : < r) ЯП é, (0 < ; < +) ОИЕ (8.3.1) 式 的 传递 
部 分 参数 的 初步 估计 . 
例如 ， 继 续 讨 论 前 面 的 例子 。 其 阶 数 (r, ^) 已 被 定 为 《1， 
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2, 382 (2, 2, 3). Ж НЫ, == 1, H (8.3.0) 起 可 得 

Áa == (% 

| £, = ih — ë I 

Ё, = Š Ë, — в, 

4, == ГА | : 
记 友 的 具体 值 代 人 上 式 解 得 各 一 0.60，dbo = —0.53, ó = 0.31, 
å, = 0.50; ЖУ + — 2, 用 类 位 的 方法 可 以 求 得 参数 的 矩 估计 值 
X Ë, = 0.57, Ё, = 0.02, б„+==—0.53, @ = 0.33, 0, == 0.51. 
由 于 6, = 0.02 宪 0， 所 以 可 采用 {1, 2, 3) БЕЛЛЕ Sk BS th 
计 , 即 原来 输入 输出 系统 的 传递 部 分 被 估计 为 

(1 — 06B)y 一 《一 0.53 一 0.31B — 0.5 Bz), 

至 于 初步 识别 估计 的 结果 是 否 合 适 ， 可 以 通过 检验 做 出 判断 ， 检 
验 的 方法 将 在 本 章 55 中 介绍 ， 

3. 品 声 部 分 的 识别 与 估计 方法 ， 在 前 两 步 识别 与 估计 完成 以 
后 ， 系 统 品 声 部 分 识别 与 参数 估计 问题 就 不 难 解决 了 ， 根 据 已 有 
HRE, 

= g, — ACB )x, = p3'CB 6, (СВ )а, 

是 ARMA FA, 所 以 只 须 按 前 几 章 的 方法 对 进行 模型 识别 和 
套数 估计 ， 所 用 数据 z (1 =< ; =< N) 可 由 让 数据 (x;, z) (1 =< ; 
«МУНТ АСВ AO RIE р АСВ) фк Вуд В) 
以 及 | | 

ni = вр— СВ), j= 1.2 y... N (8.3.7) 
ЖЕР АНИ z; G < 0) BF, РИ ИЕС H (В) ЕЕ ЕГП, 
ЛИКЕ, AAHAS n 除 前 面 的 若干 个 以 外 , 其 余 都 与 真实 
样本 值 相 近 , 困 此 可 把 它们 当做 s, 的 样本 和 值 使 用 ， 不 过 WER 
是 为 了 求 n, 的 初步 识别 和 和 矩 知 计 ,不 必 由 C8.3.7) 式 计算 я, 的 样本 
А, 可 用 其 它 办 法 直接 求 出 =, Й АНС РАЗИ, 然后 进行 识别 
ЖИЛ. 其 具体 方法 如 下 : 

Ф s, == АСБ )а, 于 是 (8.3.2) Ж" АЎ 


и, = p, + Бү 
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因为 已 假定 a, 与 &, WAM, Mbl е, 15 é, H EA. 由 此 
可 得 | 
ун) = тр) + Yele) (8.3.8) 


由 v, — АСВ)а, 一 У кка 以 及 (8.3.3) 式 可 知 ,对 不 之 


| тб) = ot > hihiri “= Om > оС айўе ан) | 
ўт : трос | ` 
ERRA (8.3.8) 式 可 得 _ | 
TACE) — r (a) — 05 > о3Саи)оњабаи) 


— а fpr (н) 一 >з өкбен)ена бн) .. | | (8.3.9) 
| pke) = fpr Ca) 一 > он) рабан]! 一 S Со 


(8.3.10) 
由 于 在 “ 预 白化 * 过 程 中 已 经 计算 过 样本 去 相关 函数 5;(an) 和 样本 
HARER Aa), ВТО, Æ (8.3.9), (8.3.10) 两 式 中 将 px(#)， 
plan) Жа 55 9182. 01 Alu), Alau) dh == f Ca), BE 18 38] 
OSEN) 的 近似 样本 自 协 方差 函数 ? ,( в) ЖИЕ Ж Н HE: pR ЖК 
ALE). (8.3.9), 【8.3.102 两 式 中 的 无 穷 求 和 可 以 用 有 穷 和 近似 . ` 
ШЕЖЕ ЖР ПУБ ТРИ ИН ЕЕ БОКЕ, ВТ НАЛЕ 
1). .有 了 s, ЖАЛАСА, RRA 52 的 《2.2.23) 式 还 
ЖШ RF AK НЭС ВАЎК pule). л, 用 第 三 章 的 方法 便 可 以 
定 出 ;的 模型 初步 佑 计 。. 如 果 把 识别 倘 计 出 的 模型 记 收 
3 Ф.В), = Ô B Ja, 

Ягра, AARE, MAHT е, m p(B 097 В)а,, LERALERA 
19 ”的 估计 模型 : 

PB IBA B Yn — 0( BD0,( B), (8.3.11) 
其 中 p(B), СВ) 是 由 x*; 的 模型 给 出 的 ， 
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例如 ， 继 续 分 析 本 节 前 商 所 讨论 的 数值 例子 ， 由 已 算出 的 
óš Ж A (as) 等 值 及 (8.3.10) 式 ,自得 2:68) (一 0 1: 2 
依次 取 如 下 的 值 : 
l, —0.382, 0.126, —0. 91, 0.064, ++» 
X EH баб ) 算得 Фебе) (А = 上， 2 依次 为 
—0.382, —0.01, 0.04, · | 
由 此 可 判断 e 为 ARAI，0 序列 ;估计 结果 为 
(1 + 0,38B)eE, = t, . 
ЕЖ х, 的 模型 已 定 为 ARG, 0), 将 нл. 3. LL RUNE з, 的 
估计 模型 | 
(l + 0.388 )(1 — 1.978 + 137E — 0. изе =a .. 
BJ! {сз . 277. 
a — 1.59B + 0.628: + 0. 1883 一 0.138%)л, = u ` ` ` 
到 此 为 正 ， 对 于 本 节 的 例子 ， 我 们 已 获得 全 部 识别 和 估计 的 结果 ， 
Watayuk ai НИ атте: 
= (—0.53 — 0.318 一 0.5082)(1 一 0.60 B)” ,a 
+ (1 — 1.598 + 0.628° + 0.188° 一 0.138), 


s 4. RAPPRE NZE k TT 


前 一 省 介绍 的 系统 参数 信 计 方法 ， 是 将 传递 部 分 与 品 声 部 分 
分 别 进 行 估计 的 , ПИН. ИЕТ ЖЕННИ. БШ АКМА 
序列 参数 的 精 估 计 类 似 ,同样 可 以 定义 系统 (8.3.1) 式 中 诸 参 数 的 . 
各 种 精 估计 ;除了 计算 的 复杂 程度 大 大 增加 外 ,其 数学 原理 是 完全 
相 商 的 .我 们 在 这 一 池 中 ,只 简单 介绍 精 估计 中 的 最 小 三 狐 估 计 . 

在 上 一 节 , 无 输出 干扰 躁 声 的 (8.3.1) 式 的 识别 估计 问题 , 已 
被 转化 成 ARMA 模型 (8.3.5) 式 的 识别 估计 问题 . 因此 , 可 以 用 
第 四 章 的 各 种 精 估计 方法 解决 这 里 的 问题 .这 里 未 必 一 一 重复 ， 

对 于 有 输出 干扰 噪声 的 系统 ,首先 按照 上 一 节 的 方法 ,对 系统 
传递 部 分 和 噪声 部 分 的 阶 数 (r. ss Р) 和 Cpns 2.) 进行 初步 识别 ， 
而 县 不妨 就 用 《r，*, 5) ЖП Ge 4.) 代表 识别 的 结果 然后， 用 
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Ons Pas E 和 得 分 别 表示 0,08), ф,(В), t( B) 和 O(B) 的 系数 
组 成 的 向 量 ， 它们 都 是 未 知 参 数 。 是 待 估计 的 。 现在 重新 改写 
(8.1.17) 式 为 
0.(B)a, = o,( B)z, — (OCB Jol B Yp. B Ys 

或 

а, = 022(B)e,(B)z, — (В )ӘСВ)8*(В`уф„(В)ух,-› (8.4.1) 
回忆 一 下 第 四 章 $1 中 АКМА 序列 参数 的 最 小 二 科 估 计 的 定义 ， 
便 不 难 仿照 它 来 定义 (8.4.1) 式 中 庄 参 数 的 最 小 二 策 估 计 . 在 给 
HPE KE (ау, в) (1 < j; < N) 和 任 一 组 参数 值 以 后 ,由 (8.4.1) 
式 可 求 得 相应 的 a 的 样本 序列 efl =<; < М). ЯНА #1, 
zz (j < 0) 均 以 零 值 代 之 。 如 果 让 参数 值 变化 ， 这 样 算得 的 括 就 
应 表 成 参数 的 函数 形式 , ВП а; = aO, ф,, С, Q), 在 0,, ф,, È 
то рете тен Â, Ф, Ё, Ó, {в 


SC9。 Paa {, Q) = У (Ө,ф„,Д,0) (8.42) 
i=l 


жана, $. E Ó REESS ЗЕ 
б: wa > s(0., Ф,, Ё, ду 


ЖЕНЫ FS a, 的 方差 o3 КИБҮ. 
:内 《8.4.1) 式 计算 a; 时 ;可 以 用 直接 求 无 穷 级 数 和 的 办 法 , 如 


i—i 


OB Yp, CE Jz; = ф.СВ Jz; = > Visi! 25 > Pi | 
其 中 pu 是 序列 п, 的 传递 函数 ， 但 是 ， 这 种 算法 的 计算 量 太 大 
一 般 都 用 递 推 公式 求 &, 妈 由 (8.4.1) 式 导出 

¿CB)9,(B Ja, 一 PAB RCD), 一 K B)p,CB)x-, (8.4.3) 
再 由 此 式 改 写成 


кн ЖЕР +h 


а; — 2 Е; А > P,2 一 Dy п. -#—? (8.4.4) 


其 中 Fi s Y, Ж з: ЖЕШ (8.43) д Саян) 诸 参数 所 决定 的 系 
ЖХ, ВП 
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r+F, 


¿(B)0,(B) = 1 — y* mB, Фф, В)С Ву = > u; B: 


aoCB)p(B) У? yB: 
ѓ =0 . 
在 (8.4.4) 式 中 取 r= 1.2. э №, ДАН 


aj m z; == ху = Ü, = Ü 

ET ARR a, аз, +++, ак; 它们 都 是 未 知 参数 的 函数 , 为 了 简 
便 , 只 用 а Ж. | 

至 于 如 何 求 解 (8.4.2) 式 的 极 小 值 , 则 是 计算 方法 问题 ， 第 相 
EN 所 介绍 的 方法 在 这 里 完全 适用 :我 们 不 再 一 一 重 述 . 此 外 , 读 
者 还 可 以 在 现代 文献 中 寻求 更 合适 的 求 极 值 方 落 ， 或 者 针对 具体 
问题 采取 一 些 灵 活 的 技巧 以 减少 计算 量 . | | 
СВОЕ УВ, ЗГЕ ар — A 
ЯНЫ ЛОПЕ УРЕ. 首先 注意 ， 在 用 (8.4.4) ЖҮ Ж оу 
时 ， 由 于 人 为 地 将 所 有 初 值 ©, Журу Ху G < 0) "им, =E, 较 
小 时 , а; 显然 受 初 值 影响 很 大 . 为 了 减少 这 种 人 为 地 加 和 初始 值 
的 影响 ;一 方面 可 将 (8.4.2) 式 的 平方 和 改 用 


$(@„, Pao ¿, Q) 一 > оў (8.4.5) 


i=mti 
其 中 m = maxr + pas Ë +- š + pa). 19 —77181, 将 零 初 什 改 用 
HAERE. 事实 上 ， 由 于 (8.4.5) 式 中 的 7 了 7 宇 m 十 1, 所 
以 在 用 (8.4.4) 式 递 推 计算 aG >m + 1) BJ. 并 不 涉及 初 值 x;， 
х (= 0), MRAP] ae am- "tes Uug 它们 可 用 线性 最 
ЛА {БИШ ЖКА. 具体 做 法 是 , 在 每 给 定 一 组 参数 (0, , Pa 
C, Q) Н, 把 «л, amis 5775 неда 当做 自由 变量 ; ТЕ (8.4.4) 
式 中 取 e= m + l, m + 2, ++, m + ka СА 2731824 26 SE BJ EE. = 
十 qs 大 , 比 N 小 的 正 整数 ), 得 到 如 个 a (mti Sj т + k 
于 这 些 自 由 变量 的 表达 式 ; 在 这 些 表达 式 中 ,涉及 到 的 ху, zi(1 < 
i =< m + 和) 都 是 已 知 数 据 ; 因 此 可 将 它们 表 成 
v {17+ 
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m; = f; — (ax, б ааба T+ 55+ + ара) 
m + 1 = j == m + Ko 
ЖН rær +g l, 是 数据 (wiy z i) (1 =< j т + ko 5% 
EAR., a 是 系统 参数 的 晒 数 ， 上 式 可 改写 成 
fi = atm F ajin- T + 4 Gjira * a; 
m + 1 =< j= m + k (8.4.6) 
0: ЕЗЕН 
Ü = —а, + о, m — T = £ =< m (8.4.7) 
《8.4.6) 和 《【〈8.4.77 式 恰好 梅 成 第 一 章 35 НЕА ЕЕЕ А3648 
型 ,由 此 妇 可 给 出 自由 变量 co- :en-z 的 最 小 二 隧 估 讨 ( 用 
(1.5.3) 式 》)， 这 就 是 刚刚 说 过 的 用 估 值 代替 零 初 值 时 关于 аСт 
r < j =< m) 的 算法 . 然后, 再 用 (8.4.4) 式 求 出 其 余 的 a;(m + 1 
 <;=< м), 继而 由 (8.4.5) 式 算出 On Pao 6, О). ERA A 
许 的 参数 值 中 ， 以 使 $ 达 极 小 值 的 参数 做 为 其 估计 . 这 种 估计 比 
上 面 的 最 小 二 乘 估计 要 稍 好 一 些 ; 但 是 增加 了 计算 内 容 ,而 且 关 于 
(8.4.6) 式 仔 细 形 式 的 获得 办 法 尚 竺 讨论。 自然 , 我 们 可 以 根据 系 
统 的 模型 和 (8.4.6) AP fis ap HEM, 给 出 它们 的 一 般 宸 达 式 ， 
但 那 将 是 十 分 烦琐 和 宛 长 的 ， 因 此 ， 我 们 仅 通 过 简单 的 低 阶 柑 弄 
的 例子 , MIE (8.4.6) 式 的 具体 形式 的 方法 , 以 使 读者 掌握 其 
ян аў. 
例如 ,经 初步 识别 后 ,已 确定 某 系统 的 阶 数 估计 分 别 为 > 一 1， 
s= 0, b= i, p. — 0, 1。 我 们 要 给 出 以 下 模型 中 诸 参 数 
的 绍 致 的 最 小 二 乘 估计 :好 О. 
(1 — EBX — 0B Ja, = (1 — LB уз, — ix- ' (8.4.8) 
Ep, m = max(r + p,, Ë + s + p,) = 1, f = r + y, — 1 
== l, : 


О. А 
S(0, L, o) = >Ü (8.4.9) 


1 


初始 值 变 最 为 az, а. Н (8.4.8) 式 得 
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m; = (£ + Өе, — toast z; — бара 7 ofj- (8.4.10) 
这 个 式 子 有 两 重用 处 其 一 , 令 1 一 2，3，… kh + 1, ИЖ 
ас, о, 的 最 小 二 蒋 估 计 ， 敌 为 以 后 递 推 上 的 初 值 . 其 二 ， 给 出 
(8.4.9) 式 中 诸 < 的 递 推 计算 值 ， 后 一 用 处 基 简 单 而 明了 的 ,而 前 
一 用 处 则 还 须 进一步 做 些 说 明 。 由 (8.4.10) 式 可 令 
om 一 [aiom + адо) +}, 23А +1 (8.4.11) 
再 令 
g; = z; — Ë z;-—i — tji 
则 有 
-一 (aiom + ада, + f, = x; = (БК + Oa — Cba; T+ g; ` 
一 —(¿ 十 OY ajio + 23-300 一 fiz) 十 OC а-о 
”十 ajant 一 fi-a) + g; = —[(¿ + aj- — EO ajaa lo 
一 [( + O арыы — ÇO ajn |а + (¿ 十 日 六 一 


一 名 二 

通过 对 比 系 数 可 以 得 到 方 , a; 的 递 推 计 算 公式 如 下 : 
йа =т= (E + Oaie — $®-ьо› 2=3у= 6+1, 
аһ == СЕ В)а; — Oai- 2=р= 400101. 
h = О + Ө) tft gy 2} tl 


其 中 初 值 是 明显 的 . 事实 上 ,由 于 
a 一 一 《eloai 十 аа) ths а 一 — Ç agot + 410%) +, 


所 以 初 值 应 是 : 21,0 = —1, аы w Ü, dpo == Ü, аы = — l, fe = 
h= 0. | 


为 了 进一步 熟悉 建立 (8.4.6) 式 的 方法 ,我 们 给 出 上 例 的 某 些 
HEE. MEZER g 0.5, 0 == 0.2, o= 0.1 时 计算 出 
a Mh, ARREBATA а ЖП }; КОЮШ ЖАЗА Е 

z; m (O79; ~ Olaja 2 = j = 8 

a; | "= О.а — @©.10})-ыз 2 = ; =< 8 

h = 0.7-, — 0.1f,-; + gjo 2 =<; = 8 

XEBER k. == 7. HH (8.4.6) 5 (834.7) 20, о 和 о, 的 线性 最 小 二 
ХЕ (РАЧА А Ж - | 
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DED00 + 'egto0— = 9ç"0 


a + %2ç00*0 4 !5920'0— = 99" M= Z 
0 + 2100 + 'zc0'0— = 00'E 0 | 9 
°” + 000070 + EOLO- = 6°} 0" п 

"o + "06ғ0°0 + osoo- = Ù B 

о + "одр E i = Т 01 ру 
р + ipeg— = 0 0 p 
o + 一 一 g „| 

fp pp oto = if hit -g fr { 


(1й='°ю 670 = 09 40-5 К) BEHA m bE таса Е 
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mn 


fi = a; m + а; + js 2 = 7 = 8 

0 = —a `+ а, 

0 = — + о 
在 表 8.4.1 中 列 出 了 具体 数据 和 有 关 量 的 计算 结果 . 表 8.4.1 中 最 
右边 的 九 个 方程 式 构成 关于 mw ЯП о, ORR RN; 用 (1.5.3) 
ARE EJE  ，… 


(2 ) = (Аб Лу АЕ 一 ( 
Ха, | 
— 0.69 

СА о. 15) 
其 中 4 是 (9 x2) 阶 的 矩阵 ， 其 元 素 为 a (0 s; < 8, 0 < ; =<. D: 
F 为 9 ҖЕ, Шоо (0 у < 8). BUER а; ВОЗЛЕ, 
BE a, = —0.69, „== 0.15, FEA (8.4.10) Qali Aa 

. @ = — (50, G, w 0.72, Z, 0,53, +=. . | 

至 于 如 何 求 角 (8.4.5) 式 的 极 小 值 问题 ， 向 样 可 用 第 四 ж 53 

的 有 关 方 法 ， 或 者 选用 其 它 数 值 解法 ， 这 里 不 去 详细 介绍 了 .。 


бэт. tatay 8 ) | 
—0.108 1.017 - 0.230 


55, 系统 模型 的 检验 


.在 系统 模型 的 识别 与 参数 估计 被 获得 以 后 ， 为 了 鉴定 售 计 模 
型 的 可 信 程 度 ， 还 须 对 它 进 行 检验 . | 

对 无 输出 干扰 项 的 系统 检验 ， 等 价 于 对 模型 (8.3.5) 式 的 检 
验 ， 而 (8.3.5) 式 中 移 为 ARMA 序列 , 因此 , 第 五 章 所 介绍 的 
各 种 检验 方法 便 可 在 此 使 用 . 

对 有 输出 干扰 的 系统 (8.1.17 ) 的 检验 ，、 等 价 于 对 模型 (8.1.18) 
式 的 检验 . ERPE, Аар, RE (8.1.17) 式 
的 参数 可 能 都 是 估计 值 ( 在 个 别 情 次 下 ,也 可 能 通过 其 它 手 外 获得 
模型 参数 ), 我 们 并 不 用 上 边 加 “ ~” 号 的 字母 表示 , 而 仍 用 O., 
Peo 5› Q, с) 表示 ， 这 不 仅 是 为 了 符号 的 简练 还 由 于 本 书 所 说 
的 检验 殉 用 于 检验 估计 模型 ,也 可 用 于 检测 模型 是 否 发 生变 化 . 

ME, 假定 有 一 组 样本 数据 (ху, 25) (1 =<; < N), 我 们 要 检 
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验 它 们 是 否 为 系统 (8.1.17) 式 的 输入 输出 的 样本 值 ,或 者 说 , 复 检 
验 它们 能 否 用 (8.1.17) 式 的 模型 进行 拟 合 .在 上 一 节 中 , 已 从 
(8117) 式 导出 (8.4.1) 和 (8.4.3) 式 ， 外 而 导出 《8.4.4) 24, ВП 


"кты THP y 


р = > Hity; + 2, АСТЕ > ib (8.5.1) 


为 了 从 样本 值 (е z) (1<;j;=< N) 获得 相应 的 а, 的 样本 估计 和 值 
yU у N), “ТЕ (8.51) 式 进 行 递 推 计算 但 是 , ЖЕРИ 
用 到 一 些 初 值 量 zj 一 r — p, + 1 S; 0), жр ғ — p, + 
1360) па; (е g HIL) 对 于 这 些 初始 值 的 选 
取 ， 有 各 种 不 同 的 方法 ， 最 简单 的 方法 是 都 取 零 值 ( 即 它们 的 均 
值 ); 比较 合理 的 方法 是 取 它们 的 估计 信 ， 即 在 已 给 数据 zj; 23) 
(1 =<; М) 时 的 线性 最 小 方差 估计 值 .. 界 于 上 述 两 种 方法 之 阿 
的 办 法 ， 是 上 节 所 介绍 的 用 线性 最 小 二 乘法 给 出 初 值 的 估计 … 以 
上 三 种 方法 ,中 第 二 种 外 在 上 一 节 都 已 介绍 过 ， 在 应 用 中 ,主要 用 
一 ,三 黄种 方法 ,因此 这 里 不 去 他 细 介 绍 第 二 种 方法 了 . ie 
种 方法 , 在 获得 了 初 值 以 后 , 使 可 从 (8.5.1) 式 求 出 相应 的 样本 值 
ai (1 << №), Ж, НЛС а, 的 初始 值 ( 具 体 
方法 见 前 一 节 的 叙述 )， 则 只 能 获得 m + 1 =< =< N 之 间 的 a 
Cm == max(r + pas Ë + +$ + р„)). 这 一 组 值 受 初 值 的 影响 较 小 ， 
因而 更 近 于 它们 的 真实 样本 慎 ， 

根据 系统 (8.1.17) 式 的 定义 ，w 是 的 模型 里 的 白 噪 声 , A 
此 ,可 以 用 第 五 章 所 介绍 的 方法 , 检验 上 面 所 计算 出 的 样本 植 my 
a tts ay С Gmo 是 否 为 白 曲 南 序列 的 样本 
值 ， 其 体 方法 这 里 不 重复 了 . | 

如 果 经 检验 可 以 确认 “这 组 аг 是 白 噪声 的 样本 信 ”， 全 认为 
模型 (8.1.17) 式 可 以 被 接受 ， 或 者 说 这 个 模型 对 于 这 组 数据 拟 合 
得 较 好 .。 如 果 经 检验 否定 “这 组 a, ЖЕРИНЕ ЕСЕ ЖАИ”, 那么 ,一 
般 就 认为 模型 (8.1.17) 式 不 能 被 接受 ,或 者 说 这 个 模型 对 于 所 给 
的 数据 拟 合 得 不 好 . 

但 是 ， 当 这 样 检验 后 得 到 否定 结果 时 ， 我 们 还 不 能 找 出 其 原 
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册 ， 为 了 进 --: 步 细致 分 析 藉 模型 为 什么 不 能 被 接受 , 可 以 对 a 与 
好 是 否 为 不 相关 的 序列 进行 假 讽 检验 ， 由 了 于 х, 的 模型 p(B x, = 
ӨСВ)а, 是 已 知 的 , 所 以 可 按 第 五 章 的 办 法 求 出 相应 于 样本 xf 1<< 
1 =< N) Ауа, RERE a (1 = j М), BIS а; 表示 , 这样, 我 们 
就 可 以 检验 假设 “al 天 << N) 是 白 品 声 о 的 样本 值 ; AR E 
а, 与 m 是 互 不 相 基 的 ”， 具 体检 验方 法 是 , 先 按 (8.2.57 R (8.2.6) 
AKH а, 与 а, 的 样本 互相 关 函 数 Aa), 如果 原 假设 成 立 , 根 
所 (8.2.13) 式 中 б, ea) 的 渐 近 性 质 可 知 , 当 NN — оо F, óx( an) 为 
浙 近 正太 分布 Y( 0, 一 一 )， 而 且 Ааа) 5 да) (24 А ае ў В) 
VN | 
渐 近 独立 .因此 若 取 
Ok — N Ў, [上 cao) + ЁК ао) 1 


jml 


MU Ok 的 分 布 渐 近 于 自由 度 为 2K 的 中 心 和 好 分 布 。， 用 加 检验 可 以 
对 原 假 设 做 出 是 否 被 接受 的 判断 ， 如 果 经 上 述 答 验 后 可 接受 原 候 
设 ,而 前 面 对 m 是 白 唱 声 的 假设 检验 被 否定 , 结合 两 次 检验 结果 ， 
可 以 认为 原 和 模型 48.1.177 式 的 传递 部 分 拟 合 尚好 . 对 于 其 噪声 部 
分 的 模型 估计 可 进行 必 计 的 修改 ,以 寻求 更 合适 的 模型 估计 (或 拟 
合 )， 其 修改 方 尘 可 以 参考 第 六 章 的 方法 ， 如 果 经 上 述 检验 后 否 
定 原 假设 , 则 要 重新 修改 (8.1.17) 式 模型 ,甚至 可 能 真实 系统 不 适 
于 用 本 章 和 的 有 限 阶 系统 描述 ， | | | 

最 后 ， 我 们 还 须 补充 一 点 说 明 ， 在 本 章 的 前 儿 节 都 假定 系统 
输入 z, 和 输出 z, 的 均值 为 零 ， 但 是 真实 情况 往往 并 不 如 此 ц 
然 , 进行 差分 可 以 使 Ve 和 Vr 的 均值 近似 为 零 ; 但是, 当 我 们 
有 较 精确 的 手段 获得 Ex, 或 Ezy 时, 可 以 用 (z; — Exj) 和 (x; 一 
Esp 代替 x; 和; (1 S; S< N) 进行 系统 识别 ， 下 面 仅 就 Ex, 为 
已 知 常数 时 的 情况 加 以 讨论 ， 

ТЕ (8.1.17) Н, DRE a, 是 与 x 独立 的 均 什 为 零 的 白 嗓 
E, 而 (x 一 Ех,) Х) ARMA {或 ARIMAY 序列 ， 记 Ба, = p, 
Ев, = vp 那么 ,在 (8.1.17) 式 两 边 取 均值 可 得 
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v, = Ez, = EZ '(B)o(B)z, = EACB Ye, = Ў hja = AC Jya 
f=1 


其 中 
BCL) 一 -tr 1) = 892601707 66 
(D = o) веси 
= y, = Eg, = Н А 8.5.2 
р == р & le j ‘ ) 


. 从 表面 上 看 , 在 依据 Gpp A < j << N) Ж ТТ ЖИА, 似乎 
可 以 用 均值 为 零 的 样本 (х; — и, zi — n) (1 = j < N) {ЧИ Ж 
的 样本 ,以 便 采 用 本 章 的 识别 方法 但是, 在 只 知道 x 的 均值 常 
Ж FOB, z, 的 均值 常数 ” 却 依 赖 于 未 知 参数 Wos 0015 7775 68, ЖІ 
Čo ба» 7775 因此 识别 的 手续 就 更 复杂 了 。. 通常 只 能 用 近似 方 
法 处 理 , 即 令 


而 把 (x; — ñ, z; 一 6) (1 < М) 近似 当 作 均值 为 零 的 样本 进 
行 识别 和 估计 ， 并 将 其 结果 做 为 对 (x:, з) 系统 的 氢 合 描述 ， 到 
过 来 还 可 以 检查 201) (1) 是 否 与 六 近似 相等 ， 若 相差 很 大 ， 
说 明 系 统 拟 合 得 不 好 . | 

在 输入 量 x; 的 均值 Ex, 一 а, KARER, 系统 识别 就 会 更 加 
困难 .一 般 说 来 ,采用 求 和 模型 ( 即 把 x, 当 作 ARIMA 序列 } 的 处 
理 方法 还 算是 比较 简单 的 ， 
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第 九 章 ”随机 漂移 的 控制 


SLE ж 


在 绕 论 中 我 们 曾 举 过 轧钢 过 程 的 例子 ， 为 了 使 思 制 后 的 钢板 
具有 预定 的 厚度 h， 但 论 上 需要 把 轧 思 的 辊 颖 固定 为 一 定 的 量 慎 
;但 是 由 于 实际 输入 的 钢板 厚度 5, EBE à b FER. AEE 
计 轧 钢 自 动 控制 系统 时 ,就 应 当 考虑 如 何 根据 A, 的 变化 而 适当 19 
SIRSE, BIRS БИН а 加 一 调剂 量 **， 使 轧 制 后 的 钢板 厚度 所 
在 预定 值 大 王 下 的 起 估量 y, = >, — ' 尽量 小 ， 这 类 问题 就 属 
于 随机 漂移 控制 的 范 栈 .又 如 某 种 化 学 反应 器 , 设 其 输入 的 化 学 愿 
料 汶 甲 , 反 应 后 的 生成 物 为 乙 , 加 人 的 催化 剂 为 两 。 由 于 甲 的 浓度 
不 断 变化 ,生成 物 的 浓度 也 会 相应 改变 ,为 了 使 乙 的 请 度 尽 量 徇 定 
在 所 要 求 的 量 值 附 近 ， 就 要 提出 如 和 何人 台 理 控制 催化 州 两 的 输入 量 
的 问题 ， 在 很 多 实际 领域 中 都 可 能 过 到 上 述 类 伺 的 控制 问题 。 本 
章 将 要 介绍 的 随机 漂移 控制 方法 ， 是 解决 这 类 问题 的 一 种 数学 方 
我 们 将 这 类 实际 问题 概括 成 如 下 的 数学 问题 : 假定 有 一 个 客 
输入 单 输出 的 线性 了 系统 《 见 图 9.1.1 的 虚线 部 分 )， 其 输 人 量 分 为 
控制 量 与 噪声 量 两 种 .输入 嗓 声 旺 又 分 成 可 量 测 的 和 不 可 后 测 和 的 
两 种 ; 我 们 依次 用 *，z: 和 ww 分 别 表 示 上 述 三 种 最 .又 假定 可 量 
测 噪声 z, 与 不 可 量 测 噪声 w 是 相互 独立 的 。 进一步 ,还 假定 整个 
系统 的 输出 县 в, 等 于 三 个 有 限 阶 单 输 人 系统 输出 中 和 的 简单 番 加 ， 
旭 如 果 把 z, 通过 系统 П GACE yeo п. ЕКОЕ 1 КИШИ 
N,, z, 通过 系统 ШАВ ШС уй, Ш е, = y, +N, + F. Bà 
三 个 系统 都 是 前 一 章 讨 论 过 的 有 限 阶 系统 。#, 称 为 整个 系统 的 输 
出 漂 称 、 记 谓 最 住 输 给 漂移 控制 ， 是 指 设计 一 个 局 给 系统 IV《 见 . 
图 9.1.1 ШАВА EUP ENRE z, 和 漂移 量 e, 为 其 输入 , Ц 


х, 为 其 输出 ,用 这 样 的 x, 作为 控制 量 , 以 使 e, 的 方差 达到 极 小 俏 . 
在 所 举 的 轧钢 的 俩 子 中 ，, 输入 钢板 的 上 厚度 起 伏 量 z, 一 hah 
是 可 量 测 的 噪声 , 辊 钾 调 邦 量 z, 是 控制 量 ， 而 输入 钢板 的 硬度 的 


| 


| 
i 
| 
| 
| 
| 
\ 
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起 伏 量 一 般 是 不 可 量 测 的 噪声 . 这 两 种 噪声 与 输出 的 关系 分 别 用 
系统 I 和 系统 工 来 描述 , 调制 量 与 输出 的 关系 用 系统 HI 描述 .在 
绪论 和 第 八 章 中 我 们 曾 分 别论 述 过 这 些 系 统 的 识别 问题 和 识别 方 
法 ， 在 这 一 章 里 ， 我 们 假定 它们 都 已 经 被 识别 而 确定 了 ， 瑰 在 的 
任务 是 ， 进 一 步 讨 论 如 何 根 据 这 些 系统 模型 来 设计 最 佳 的 控制 局 
给 系统 ,以 尽量 压 你 输 对 漂移 的 方差 。 当 然 ,除去 上 述 的 诸 假 定 以 
外 ,为 了 使 用 АЙМА 序列 分 析 的 技巧 ,还 要 假定 能 用 ARMA FF 
列 来 描述 所 有 的 输入 和 输出 诸 量 . 

从 上 述 分 析 可 以 看 出 ， 设 计 х RARR IV 与 系统 1 并 无 
直接 关系 ;因此 , 在 最 佳 漂移 控制 设计 的 讨论 中 , 我 们 无 须 写 出 系 
统 TI， 内 须 定 出 N, 的 模型 即 可 ; 在 以 后 的 讨论 中 , ВЕЧНЕ N, BJ 
模型 是 给 定 的 .这样 一 来 , 系统 IT, II 和 TIY 是 我 们 以 后 要 讨论 的 
主要 对 象 ， 系统 I 可 以 称 之 为 工作 系统 ,系统 ш 可 以 称 之 为 控制 
系统 ,系统 IV 叫做 局 给 系统 。 以 后 几 节 主要 讨论 最 佳 镇 给 系统 的 
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具体 结构 的 设计 方法 。 
$ 2. Ий ЮЙ Ж я 


在 这 一 节 里 ,讨论 在 没有 不 可 量 测 输 入 噪声 的 情况 下 ,如 何 解 
决 前 一 节 所 提出 的 最 佳 亚 移 控制 问题 。 具体 地 说 ， 候 定 有 一 个 双 、 
输入 单 输出 系统 (如 图 9.2.1 所 示 )， 其 可 量 济 噪声 输入 z, 与 相应 
的 输出 y, 的 系统 《 即 工作 系统 ) 关系 为 

Г(В)у,— ө(В)а, W ¿(B)y, ~ Ю(В)В%а, ` (9.2.1) 


r. 


图 9.2.1 央 馈 控制 示意 图 


其 控制 基 输 入 х, 与 相应 的 输出 у^ 的 系统 ( 即 控制 系统 ) 关 系 为 
ECB уу = @(В)ух, W ЁСВ)у! = О(В)В!х, (9.2.2) 
以 上 两 式 中 СВ), OC B), СВ), OCR) 如 同 $8.1 中 的 定义 ， 
Ф — ERATE ESDA. (Ej ETIS R ЖӨЕ yE Au 
ЕФЕ, 即 它们 的 根 都 在 单位 贺 外 .志和 了 了 分别 表示 系统 (9.2.1) 
和 (9.2.2) 的 延迟 步 数 。 我 们 暂时 只 考虑 如 下 形式 的 局 给 系统 
y, = СОВ )х, . (9.2.3) 


其 中 C(B) 一 > -,Bi， 也 就 是 说 , 先 在 (9.2.33 式 的 形式 中 寻找 


最 佳 设 计 ， 而 暂 不 考虑 使 用 反馈 信息 se。 最 佳 设计 竟 标 准 仍 是 使 
相应 的 输出 漂移 . 
g, = ү, + y” 

的 方差 Es? 达到 极 小 值 . 这 种 馈 给 系统 称 为 顺 铬 系统 ， 我 们 将 证 
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НҢ ,在 没有 不 可 量 测 噪声 输入 的 条 件 王 ,最 佳 顺 铁 控 制 就 是 上 一 市 
所 变 寻 求 的 -- 般 线性 最 佳 控 制 .下面 分 两 种 情况 进行 讨论 。 

第 一 种 情况 : bF CAR > 1), НАПОЮ 
都 是 稳定 的 ,所 以 可 取 


— _өСвуёсв) _ _ OCBDECB) Е} 

G C CBC Ж ОКЫ 8: 
09.2.4) 

Жай, EOR H АЕА E A 


OLBE) np- 

ЄСВ) = “RBRB 5 (9.2.5) 
注意 O(BDECH) 和 ЮС В) Ву 这 两 个 多 项 式 的 根 都 在 单位 园 外 ， 
М Б-р 0， 所 以 ,这 个 系统 是 撕 足 稳定 性 条 性 的 有 限 阶 系统 . 
”以 它 的 输出 x, 为 控制 量 ,相应 的 控制 系统 的 输出 是 


ж — alB x, _ (8) CCB)z z, _ (В ) 2СВ)оСв) 。 


"= EB) K > E(B) ta) “ 
— (B) я, == 一 сз 
CE) y: 


因此 ， 5, = y, T+ y; = y, — y, = 0, 也 就 是 说 ,在 b> i 的 情况 
下 采用 上 述 顺 馈 方 案 时 ， 其 输出 漂移 为 零 . 可 见 其 方差 已 达到 了 
АЛМ , ВШ (9.2.5) 式 给 出 的 控制 是 最 佳 的 . 

应 当 指 出 ,以 上 只 是 一 种 理想 北 的 结果 ， 在 实际 应 用 中 ,即使 
在 ó 全 了 的 情况 下 采用 了 如 上 的 顺 馈 方 案 , 也 还 会 由 于 系统 模型 
的 各 种 误差 和 而 造成 一 些 残 存 的 输出 漂 黎 ， 央 此 ， 为 了 尽 重 压缩 输 
出 漂 称 ,这 种 最 篇 单 的 项 情 控 制 是 不 够 用 的 . 

第 二 种 情况 : P < F. 这 时 以 (9.2.5) RAI СОВ) 为 传递 函数 
的 系统 显然 不 是 物 还 可 实现 的 ,因此 不 能 用 它 作 板 局 方案 . 

为 了 讨论 在 这 种 情况 下 最 佳 控制 问题 的 解 , RARE а, 为 
АКМА 序列 ,然后 再 分 析 z, 为 ARIMA 序列 的 楼 形 。 另 外 , 在 讨 
论 过 程 中 ,如 时 未 加 特别 说 明 ,所 论 及 的 控制 县 都 是 在 稳 态 情况 下 
的 控制 ， 即 假定 x, 是 由 全 部 历史 资料 zp z-o 所 决定 的 最 
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佳 线 性 控制 量 ， 这 种 约定 与 第 七 章 中 平稳 节 报 的 理由 完全 类 侯 ， 
现在 , 设 满足 如 于 的 АКМА 模型: 


p(B)z, = OLB )а, (9.2.6) 
六 是 相应 的 工作 系统 的 输出 为 
=m), _ Q(B} Èy =L _, .2.7 
нову eB) (В) (9-2.7) 
而 控制 系统 的 输出 为 
= (В) _ 208) B'r, = 2682 crB)yz 9.2.8 
"=z Т Еву P gy Eo (9.28) 


其 中 C(B) 是 待定 的 师 馈 系统 的 传递 函数 ， 由 此 可 见 ， уг 只 能 是 

Zep Жу) ”的 线性 组 合 。 ROS SE S 5 和 第 七 章 $2 可 向, 为 

使 Ев; = EG; + уу) КЕЛМЕ, КАНЯ 

y — — ?, = —Е{у,| zij z-i "7 } к= —Ety,|2Z,-,1 
其 中 空 , 的 定义 司 第 一 章 §$5 PERES WES 


HCB) = 268). з BiB (92.9) 


в) 
那么 由 (9.2.7) 式 有 | 


ў, = Е {yl Xpy -E [> A Hja, =) ' 
-pas . 
= ` Hj,z,-s—; t УТ H;2,- — 2 — f) 
| ji» 1=0 
其 中 2, CQ) = Erm Ж}, 是 第 七 章 普 遍 采 用 的 预报 记号 . 
由 于 ғ, А (9.2.6) 式 的 模型 , 按 (7.2.4) 式 可 知 
bf — b — j) = nP B Jagg 
以 此 式 代 人 前 一 式 得 | 
. 四 于 一 占 一 工 
ў, - ( >, H; Bit- + >; Нев) ge (9.2.10) 


了 一 上 了 一 总 


注意 由 (9.2.9) 式 知 
“229. 


w 


) -51 ` 
oe) = ( 2; Н,Ві + >, НВ!) eBY 


i=f-—5 
= (ACE) + У H;Bi) t (в) 
=? 
其 中 


对 比 系数 可 见 В-%-®[о(ву — A(B)KCB)] ~ ( >) aB) 
. : ra f — š 


5(B)) 必 是 8 的 多 项 式 ,因而 | 


2; н p = gB-u-P[O(B) — ACB)ECB)NSCB) 


jef} 
是 8B 的 有 理 分 式 ， 且 分 母 站 8) ПОН ЯЛЕ iñ u УК. RR 
推理 , ЕН (7.2.3) 式 用 数学 归纳 尘 ， 可 以 证 明 x 人 CB》 也 是 这 种 类 
型 的 有 理 分 式 ， 因 此 (9.2.10) 式 一 害 可 以 宕 成 如 下 形式 : 


„= LB) 。 7 (92.1 


其 中 LCB) LAB) Æ BESAR, 而且 L, В) 的 根 都 在 单位 
加 外。 现在 ,在 (9.2.8) 式 中 置 yy 一 一 疡 ， 并 以 (9.2.11) 式 代入 ， 
就 得 到 等 式 | 


1.68), „ О(в) | 
(в) 全 ECBY CB) =ч 


由 此 即 解 出 最 佳 版 馈 系统 的 传 北国 数 为 
EBIL(B) 或 , = —SBL (B) 、 
СВ) BD) ® T швуыву'" 2712 


这 是 一 个 有 限 阶 的 稳定 系统 ， 以 它 的 输出 z, 为 控制 量 , 相应 控制 
系统 的 输出 即 为 уг 一 —3,, Amt @ ШЕ ЬЕ 8, = у, + УР — >; 
— $, 的 方差 达到 了 极 小 值 ， 主 于 (9.2.117 rh LB) LB) 
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的 具体 求 潜 ,将 在 后 边 举例 说 明 , RENBAAN, RA 
不在 此 叙述 了 . | 
| 下 面 给 出 在 上 述 顺 馈 控制 下 漂移 e, у ж АА. 出 
22000927) 和 (9.2.9) 式 

== НОВ УВ °з, = НОВУ «В )ЮСВ)В?а, 


1-6-1 


= 5(В) Ва, = 5) ба, + > PF 


=f – 
再 利用 最 小 方差 估计 的 性 质 ; 可 知 
ар-р J Z= f — Š 
260 Еа) = 0 Ё ДОЛИ 
+E 


Ў, = >: Өй, 5] 
È А „т 


кы 


由 此 得 


E, = у, H уў=у— Gass (9.2.13) 
i=0 


子 一 五 一 了 | 
Еє =. >, 8# д» 
可 见 当 原 系统 不 加 控制 时 《 即 取 x, 一 0)。 其 输出 漂移 的 方差 为 
2: 822; 厕 如 了 最 佳 顺 饥 榨 制 以 后 的 剩余 谭 移 的 方差 比 原来 减 


ът У) 8] 0% 


=, 

我 们 还 要 说 明 : 上 面 得 出 的 顺 馈 方案 (9.2.12) 式 ,就 是 $ 9.1 Br 
要 求 的 一 般 最 佳 钙 给 系统 . 也 就 是 说 , 再 根据 输出 的 剩余 漂移 量 
Ers 81. 无论 通过 什么 样 的 线性 系统 构成 新 的 反馈 控制 分 昌 
So WEREMA х, 上 ， 也 不 可 能 再 进一步 降低 输出 s, 
的 方差 了 ， 为 说 明 此 事实 , RIRH BERET z, 为 输 人 的 控制 
系统 的 输出 为 уг, 由 于 所 有 系统 部 是 线性 的 ， 所 以 与 =, + x, 相 
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应 的 控制 系统 输出 为 уг + 下， 因而 新 的 输出 漂移 量 为 e+ 一 s, 
十 YF。 为 了 使 它 的 方差 达到 极 小 值 , 按照 上 面 类 似 的 论述 , 应当 
y; == —E{e; |B., Er rs *- +} 
但 是 ,由 于 (9.2.13) 式 可 知 , ЖЕН] s, 20 (7 — b D Br MA ВЯ], 
ЙК s, 与 Bjs Epas ”等 变量 猛 立 , 所 以 
yr = — Efe, | €r, 6 一 0 | 

这 就 说 明了 х, == 0. ER FTH, ТЕН ОЈ ШЕН, 上述 
汀 馈 控 制 就 是 一 种 最 佳 漂 移 控 制 ， 

前 面 的 公式 推导 中 都 涉及 到 输入 输出 量 和 的 无 穷 多 的 历史 秆 ， 
但 是 实际 使 用 的 系统 总 是 从 有 穷 时 刻 开 始 (一 般 从 ғ = 1 开始 ) 
的 ;在 1 一 0, 一 1, 一 2，… 等 时 刻 , 输 入 输出 量 并 不 知道 ,不 过 ， 
由 于 所 有 系统 部 假定 是 稳定 的 和 可 逆 的 ， 所 以 当 系 统 工作 较 长 时 
间 以 后 , 较 早 的 输入 量 的 作用 会 逐渐 消失 .在 这 样 的 条 忻 下 ,我 们 
不 妨 认 为 系统 是 从 无 限 长 历史 的 零 状 态 开 始 工作 的 , 即 假定 *,= 
z, — N, = 0(z 之 0)， 这 时 ， 上 述 烦 局 控制 是 浙 近 最 佳 的 。 当然 
地 可 以 从 上 一 1 时 刻 开 始 , 并 考虑 其 初始 值 的 取 法 不 同 而 设计 出 
严格 的 最 佳 控 制 方案 , 那 利 局 给 系统 一 般 不 是 定常 的 有 限 阶 系统 ， 
而 是 更 复杂 的 线性 系统 。 但 是 当 系 统 工作 较 长 时 间 以 后 ,. 两 种 控 
制 方法 的 效果 就 几乎 相 局 了 . 这 个 道理 和 第 七 章 中 序列 的 平稳 巴 
报 与 适时 预报 奋 近 相等 的 道理 是 一 样 的 . 

现在 ;再 来 讨论 z, 为 ARMA 序列 的 情况 , 即 

ФСБ уч, = 0(B)a,, z> а + 1 


按照 从 前 的 候 定 ,zx 的 初始 状态 量 а, e-ti, ss 是 具有 有 穷 方 
差 的 正 态 随机 变量 ， 它 们 与 4 相互 独立 ， 在 这 种 情况 下 ,系统 
(9.2.1) 总 是 从 = 1 时 刻 起 以 一 定 的 初始 状态 开始 工作 的 。 汶 
了 叙述 方便 ,我 们 总 假定 这 些 初始 状态 量 为 零 ,这 等 价 于 补充 假定 
л, = у= 0 (260). FÆ, Н (9.2.1) 和 (9.2.9) 式 输出 y 可 形 
式 地 表 成 | 
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ї= 0 了 二 一 名 

了 一 下 一 上 站 一直 一 
= > Hit-es- 十 Н ®,—›—у› £ > f (9.2.14) 

= ü j=f—b 


Faj #, 26) АКМА 序列 时 的 讨论 , $, 只 能 取 为 在 给 定 Bij 2Zr—f-—15 
* x 21 下 的 最 小 方差 俩 计 , 即 
多 一 Ef{y,| zs Hef “””5 z} 


ке bl 


= > Hizte; + Б НЕ {esil Zet nqa 7775 n) 
г=е—% ї=б0 | 
'—Ь—1 

= D Hiz- t жү Fit 一 已 一 六 (9.2.15) 
i jap : 


其 中 #0] — Б — s?) = Е{е,—›—{| za, Ea-is "ss Жуз Wt 基 求 
和 序列 г, 的 平稳 预报 值 , 其 定妆 见 第 七 音 . | 
例如 ,车 4 == 1, AJH (7.2. 14) 式 可 知 ， 当 j < f b ËJ 


着 一 到 二 了 


#,- — $ — ;) ы > È, (D 


taa; 


一 zy 十 2, СВ уш, 
f=1 
-i—i 
== Жүр + ` a BYS z 
i=l 


Нн P(B) 由 (7.2.4) КУ. TARBE z,= 0 (= 0) 知 
Vie = 0G < 委 0)， 所 以 PBN r EASA. KA Viz 一 
wm (z 22 d + 1), TUERM P(B Jw у 与 PBV z WWE 
相等 ， 所 以 在 上 曾 最 后 一 式 用 了 渐 近 等 号 “ 盖 ”， 利用 此 式 和 (9. 
215) 式 ， 以 及 假定 = 一 0 G < 0) 可 得 | 


四 5-1 
ў, == >; Hiz- + > ) Hizi 
jmf—b #=й 
f-b-1 {—5—; 


Ў 
+ Н, Š BV e 
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а — s sF— xn pp яй шү шщ 


首 前 面 放 过 的 类 己 推 理 下 以 证 明 , 上 式 是 -- 个 有 限 阶 稳定 系统 , Bi 
ul] Ж 29 


ў, == L CB) rf (9.2.16) 


这 里 的 г.в) LCB) 的 性 质 与 《9.2.11) 式 中 的 相同 。 由 此 可 
М, А 920 О 
BL. (B ыл i= 
к= ССВ), = ЛӘРЕ а, | (9.2.17) 
ЭБ НО ЕЈ. | 
若 4 一 2， 利 用 (7.2.157 式 ,仿照 上 面 的 讨论 可 以 知道 , 形 如 
(9.2.17) АННО (СО АДЕКЕ] BJ L,( B) ЖП L,( BD) 15 E: Wi 
近 最 佳 的 ， 对 于 一 般 的 4, 世间 样 可 以 证 明 类 似 的 结果 。 我 们 不 
再 一 一 陈述 了 . 
通过 以 上 的 讨论 和 分 析 使 我 们 知道 ， 在 输入 噪声 全 为 可 量 测 
的 祖 况 下 ， 存 在 着 有 限 阶 的 、 稳 定 的 渐 近 最 佳 顺 馈 系 统 。 设 此 时 
整个 系统 的 输出 为 8;:， 则 当 系 统 工作 时 间 足 够 长 以 后 ，6; 的 方差 
将 达到 极 小 值 。 至 于 这 种 顺 锁 系统 传递 函数 ССВ) 的 具体 求解 方 
法 ,由 于 过 于 烦琐 ,我们 并 不 去 作 一 般 竹 讨论 . 下 面 将 通过 一 个 例 
子 以 熟悉 顺 人 馈 控 制 方法 ,并 了 解 具 体 求 由 L.C B) Яп L,( B) 的 方法 
要 领 ， | 
例如 ,考虑 生产 其 种 合成 树脂 的 化 学 反应 系统 ,要 求 产 品 的 比 
重 为 某 个 预定 值 ， 输 入 反应 器 的 茶 种 不料 的 浓度 带 有 一 定 的 随机 
起 伏 ,但 是 这 种 起 伏 量 可 以 随时 测量 , 称 为 可 量 测 噪声 z,。 在 生产 
过 程 中 ,希望 根据 =, 的 量 值 , 调 节 反 应 器 的 压力 x, ( 称 为 控制 输入 
量 ), 以 使 输出 产品 的 比重 尽 可 能 稳定 在 预定 值 附近 假定 这 个 化 
学 反应 器 的 系统 模型 已 分 别 被 识别 确定 为 | | 
¿(B)= 1—¿ B, Q(B)= l, Ь== 0 
E(B) 1— B, (В) = a, j=l 
Vr, = a, Вауу fl 
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根据 本 节 前 面 的 论述 ， 约 定 z, = 0 (¿=< 0)， 十 是 工作 系统 的 输 
出 为 | 


= (I — СВ) е, ~ > tiB!s, = > bisi = z, + 5] iss; 


ж 


由 此 可 得 
Ў, 一 Е{ у, |2,15 а-у "75 zı} 


一 Eļ z| zi Zma 77°» zf + > 站 
i=l 


== 2,161) + > Ziz, i, 
利用 (7.3.13) 式 代 入 上 式 即 有 


r—_ 3 


$, = za — 9, > Ө — в.а) + > Se 


= 0 


-fpi T D3 Ө{«,_,—, + 0, > ETE -z + > bizs- 


д, Ө, š, 
= уг ——— -, E — z + m _ 
I—0B 108° gB 
(1-6. -9 ш 
1 — 8,8 1 — 9,8 i 一 is 
= 1—8, + б, — ¿B = МАВ) NA 
(1 0,8)(1 = B) ' “= LB) 


其 中 LB) = (1—8 + —t.B), LCB) = (1—0,В)(1—4,В).. 
由 此 可 知 顺 馈 系 统 应 为 ( 见 (9.2.17) Æ) | 
x 01—58) (1 — 8, +6, —– Ё.В) ж; : (9.2.18) 


5,01 — OBI — В) ` 
Еі 
(1 — 0,8)(1 — t, Bx, 


由 以 上 推导 可 以 看 到 ， LB) 是 稳定 的 。 因 此 , 上述 控制 是 渐 近 
最 佳 的 ， 


1 BX1— 9, + t, — U. B)x, 
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53. 反馈 控制 


现在 ,我 们 来 讨论 $ 9.1 中 提出 的 随机 涯 移 最 住 控制 问题 的 另 
一 种 特殊 情况 , 即 输 人 噪声 全 是 不 可 量 测 噪声 的 情况 ( 见 图 9.3.1)， 
在 这 种 情况 下 , 最 佳 控 制 问题 相当 于 在 已 知 N, 序列 模型 和 控制 系 
统 模 型 y* 一 8 Bir 的 条 件 下 ,寻找 最 佳 馈 给 系统 COE) 以 
使 输出 漂移 e, 一 М, + уў 的 方差 达到 极 小 值 。 这 时 ,因为 没有 可 
量 测 噪声 输入 馈 给 系统 , И ЖЛ ЖЕШИН ЕКЕ ЕШ в, 做 为 它 唯 
一 的 输入 量 , 记 以 我 们 把 这 种 馈 给 系统 称 为 反馈 系统 ,而 最 佳 反 馈 
控制 就 是 59.1 所 要 求 的 最 佳 控制 . 下 面 就 来 分 析 СОВ) 的 设计 方 


В 9.3.1 БЕЛЖ 


PREZE N, 为 ARMA 序列 的 情形 . 与 前 节 类 似 , 由 于 系统 
CCB) LI Ë, 为 其 输入 量 ， АТЕВ Я ВЕ 局 ;3 Ë,-1s “`” 的 线性 


ва. ССВ) 一 У cjB1， 其 中 不 能 含有 BC 0) 的 项 .又 


由 于 
* = СВ) — OCE) Bir, ~ PLE) 
ECE) ECE) E(B) 
所 以 实际 上 ут 只 能 是 gs- ss КЕН. ВЫ, 为 要 
# s, = N, + у? 的 方差 达到 极 小 值 ,必须 而 且 只 须 
| уг 一 — Ñ? = — E{N;| € €f- 77} (9.3.1) 
这 个 最 小 右 差 估计 的 具体 形式 一 般 不 易 求 出 . REG, 我 们 先 来 
考虑 如 下 的 预报 形式 : 
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CCE) €} 


Ñ, = Е(М, N-Na J= №, (р) (9.3.2) 


№, == ФВ )8(В)а, 一 P(B Ja = 2; Pei 


| С 了 一 1 
一 > фу + >, Bias 
| = g (B B'a, + ЧС В )a, " | (93.3) 


vB) = p(B 30B) = > dBi 


кВ) 一 У, pB =. D +B: ü 


і= ў 
зв) == > dh; B! = 28) 一 ZO . 


由 第 七 章 $2 可 知 | ОМНИ 

NPB)Be 7 (934) 

e =N — К< (R) ; 0935) 

Ж тув) ое Е, 则 由 (9.3.5) 式 有 
а, = 7 B)e, 

БК A. (9.3.4) 式 得 


DB B'e 9.3.6) 


现在 ,如 果 令 反馈 系统 为 и 
x, = СОВ)е, = — (BOW CBY Е (9.3.7) 


О(В)Ф В) ` 
那么 , 它 是 一 个 有 限 阶 的 稳定 系统 .这 时 


一 + уў = N, + 280 Bix = N, 一 шв) 


ta 
ECB) FD Ps, 
вш 
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_ W (B) ry | = FC), 
N, (1 + FAB) в') s, F ТЕУ" 


所 以 图 9.3.1 所 示 整 个 系统 的 输出 漂移 恰好 是 

z, = ШО В)Ф (B )N, — TAB = е, = N, — Ñ, (9.3.8) 
它 是 一 个 了 于 一 1 阶 的 МА РЕР]. BERM, DI (9.3.7) 式 为 反馈 
系统 的 控制 方案 一 定 是 最 佳 的 , 其 理由 和 用 (9.2.13) AEH (9.2. 
，12) АЈА ЕВЕ ЗЕКИ. | 

{н E EE AN BHI, HAEE ЛЕ pe s eE a: HE (9.3.3) A rh BJ 
TB) 的 根 都 在 单位 圆 外 、 有 了 时 它 的 根 会 出 现在 单位 加 内 或 加 


E. 如 果 发 生 了 这 种 情况 ， 那么 记号 СВ) R пуу 


ЈАЈЕ У. 这 时 我 们 不 能 使 用 (9.3.7) 式 来 表达 反馈 系统 ， 
但 仍 可 用 一 种 表面 上 与 它 等 价 的 形式 表达 一 个 非 稳定 的 系统 , 即 

ХШ B )х, = —Ё(В)Ш(В)в,, > b (9.3.9) 
这 个 等 式 表示 在 任意 给 定 初 值 e,, x, z =< t) 以 后 ,输入 8, 与 输 
出 х, 24 12 о BJBJ26 А, 为 方便 起 见 ,我 们 总 约定 取 t = 
0, s, = x, = 0 G < 0); 这 时 ， (9.3.9) 式 事实 上 对 t о ШЖ 
上 成立 的 ， 现 在, 若 以 (9.3.9) 式 做 为 图 9.3.1 所 示 系 统 的 反馈 系统 ， 
但 须 记 住 这 时 它 并 不 具有 稳定 性 ， 而 且 其 中 的 & 只 是 其 时 刻 ғ = 

1 р тш Им с H EE EE: N, + y*( 在 此 以 前 = 

0)， 于 是 由 此 可 得 


1—1 
(В Je, 一 > ф;Е,-; == > WN,- + у^) 
=й 


= YBN, + «К В)у; 


С В) 
. = ir (B Ny + F, В B'r, 
СВ) 《 Уві в) 
= (BN, 一 w (B )B!e, | tj 


移 项 得 | 
УВ уе, = (ШУ B) + W (B)BDe, = Wr ( ВМ,, >} (9.3.10) 
由 于 CB) = p(B), эң z Z P + ў В, ЖЕ ББ НИБ 
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以 运算 В), 如 又 有 

ӨС Ве, 一 ФС B )Y,( B)N, = tF,(B)D0( B)ax,, (> p +] (9.3. iD) 
其 中 为 pC8) 的 次 数 。 注 意 此 式 仅 当 之 十 了 才 成 立 , 所 以 
不 能 由 两 边 施行 运算 ОВ) 推出 e, 一 VB Ja; =N,— Ñ. fH 


是 ， жа OB) = > g;B:, 则 必 成 立 便 等 式 


E, = -BOLBE m УХ 9(В)Б у > 
Жер в, 是 任意 平稳 序列 。 于 是 ,由 (9.3.11) 式 可 得 
s реў 
s, = 2, 49(В)в, у= 2, qE В )0( B Ye; 


+ >; 4008), D gCB MAB) 
їжі Рр—[ +1 ы: j= 0 А 


кь 


+ У] 246CB)[s- i 一 mx(B)a- ~ 


=#зр—{[+1 


тр 一 外 一 


一 有 (CB)m+ OCE Ва] 
因为 4 是 以 i 的 负 指数 逢 下 降 的 ,所 以 当 :一 oo 时 ， 
| | Ele, — СВ) = E| 2 gCB ess 


[та = P — 
7 FCB Ja,- 1] p 一 Ü 


由 类 似 于 (9.3.8) 式 的 论证 可 见 ， 即 便 是 FB) 的 根 不 全 在 单位 
加 外 的 情形 , Ж ЧЕН (9.3.9) 式 作 为 非 稳 定 的 反馈 系统 ， 它 仍 然 是 
渐 近 最 佳 的 . 
如 果 将 图 9.3.1 所 示 带 最 佳 反 局 的 整个 系 绕 看 ЖАМ, 
А, е, 为 输出 的 系统 ,那么 , 先 不 管 更 区 3) 是 什么 情况 由 (9.3. 8) 
和 (9.3.10) 式 , 这 个 系统 可 用 下 式 描述 ; 
I(R)s, = VA B)N, 
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或 
| ӨС Н )є, = Ш„(ВурС EN, | (9.3.12) 
因为 6( B) 的 根 已 假定 全 在 单位 圆 外 ， 所 以 按照 第 八 章 $1 关于 系 
统 稳定 性 的 定义 , (9.3.12) 式 是 稳定 的 。 然 而 ,尽管 整个 系统 的 输 
入 输出 具有 (9.3.12) 式 这 样 稳定 的 传递 形式 ， 但 它 的 内 部 结构 却 
仍 可 能 对 现 不 稳定 性 ， 如 图 9.3.1, 整个 系统 是 由 反馈 系统 与 控制 
系统 串联 构成 的 ,只 有 这 两 个 系统 都 稳定 ,它们 才能 付 之 使 用 .其 
原因 在 于 ， 实 际 应 用 的 系统 不 可 避免 地 会 存在 各 种 各 样 的 误差 因 
Ж ,诸如 初 值 的 影响 ,线性 化 描述 的 误差 ,传递 回路 《或 计算 ) 误差 
等 等 ， 这 些 误差 会 由 于 系统 的 不 稳定 性 而 导致 无 限制 的 积累 , 以 
至 发 数 。 隐 非 稳定 的 反馈 系统 (9.3.9) юй, шатаж тля 
EM p, БЇ} 
ÖC BYE СВ )а, = —L(B)D СВ), H ms tœ 1 (9.3.13) 
m 相对 于 е, 是 高 阶 小 量 ,而 且 可 以 近似 当做 平稳 序列 ， 若 以 х7 9 
示 反 馈 系 统 设计 的 理论 输出 值 , ВП *3 是 严格 满足 (9.3.9) 式 的 , 那 
А (9.3.9) 与 (9.3.13) 两 式 相 减 可 得 
O(B)E,(B)Xz, — 20) = w, l (9.3.14) 
由 此 可 见 , 实际 控制 量 与 其 设计 值 的 误差 Z, — z, 一 +2 是 一 个 非 
平稳 序列 , 句 此 它 的 方差 二 般 说 来 是 发 散 的 , 即 吕 闭 系统 工作 时 间 
的 延长 , 它 的 方差 会 越 来 越 大 .但 另 一 方面 , 按照 前 面 的 论证 , 上 
述 的 反馈 控制 方案 又 是 渐 近 最 佳 的 ,因此 工作 时 间 越 长 , 才 越 能 显 
示 其 优 效 任 质 ， 这 就 导致 了 应 用 上 的 矛盾 ! 在 顺 馈 控制 中 并 无 这 
种 现象 发 生 . 总 之 , 在 使 用 反馈 控制 时 , BRER T(E) 是 否 满 
足 稳定 性 条 件 , 其 反馈 系统 设计 基本 相同 ,但 是 在 下 (8) RAR 
稳定 性 条 件 时 ,反馈 控制 的 应 用 效果 就 要 受到 工作 时 间 的 限制 ,其 
至 达到 不 能 采用 的 程度 . 
例如 设 有 一 生产 人 造 纤 维 的 聚合 反应 器 、， 要 求 输出 半成品 的 
粘度 为 某 植 。 由 于 反应 器 进 料 成 分 有 一 定 的 波动 ， 导 致 了 粘度 的 
汀 移 、 这 种 波动 不 能 及 时 化 验 ， 这 相当 于 一 种 不 可 量 测 的 输入 品 
声 ， 经 试验 分 析 后 ， 已 经 给 出 了 在 非 控制 情况 下 输出 半成品 的 粘 
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度 谭 移 量 М, 的 随机 模型 . 现在 要 设计 一 个 调节 催化 剂 加 入 量 的 
. 愤 给 系统 ， 以 使 深 制 后 的 漂移 量 s, 的 为 差 尽量 小 ; ШИЙ E MST 
输出 沼 移 系统 ( 即 控制 系统 ) 的 关系 经 识别 确定 为 уў 一 aa ED 
¿(B)=1, 2(В) аа 于 一 了 2 
М, 的 模型 为 | Г 
N, = (1 — 0,8 — 0,В2)а, 
此 时 , 依 (9.3.3) 二 
N, = W( Ba, = i ( B)a,-, + EAB )a, 
一 —9,а,-; + (1 一 Ө,В ўа, 
因此 由 (9.3.9) 式 , 最 佳 反馈 控制 系统 为 
5,01 — 80,B)2xz, = 6,8,, 1221 (9.3.15) 
而 内 次 制 后 的 漂移 县 近似 为 
| №, — Ñ, — VB )о, = ts — Om i 

其 方差 为 《1 十 010)0:, ЖЕНЕ НУ 6 EN: — (1 + 91 + 
Poa 减少 了 Oioi. | Е о 

TARARE, 当 10,1 < 1 时 , KERA (9.3.15) 式 是 稳定 
的 ,这 时 (9.3.7) 式 反馈 系统 的 传递 函数 可 用 

св) = — Р(ВУРКВ) _ ө, 1 
Ов) В) Cl — 0,8) 
表示 之 ; 当 0.12218, ШЕЕ. 比如 当 8, - == 1, 8, = 
—0.24, = 1 Ы (9.3.15) ÈH 
Gi— В), = —0246,, 41 
这 是 一 个 一 阶 求 和 系统 、 过 此 ， 其 实际 输出 控制 有 х, 与 其 设 H ñ 
хо ZEE А.С9.3.14)54) ` | 
(1— BY% = m, ; Ш>} 


由 此 解 得 z, 一 >) n. £ m 0а Ор Ж, N Д] ES = Ew 


者 т, 含有 轿 定 的 常数 误差 项 w R) <, 也 将 含有 非 随机 误差 项 т, 
它们 都 会 随 着 z 的 增长 而 无 限 变 大 ， 由 此 可 见 不 稳定 系统 会 给 实 
БАУ ү Ж Ж ЖИБЕ! | 
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最 后 ,我 们 提供 一 种 方法 来 弥补 上 述 反 馈 控 制 中 的 不 足 之 处 ， 
225. що (В) 不 满足 稳定 性 条 件 时 ,可 以 采用 复 现 控制 
”系统 的 输出 量 y? 的 办 法 , 来 设计 如 图 9.3.2 所 示 的 反馈 系统 。 这 
时 ,系统 C( B) 的 输入 是 N,, 因此 


=B), Q(B) 
реву Ку 020 
为 了 使 F = N, + у] ІК ЛМЕ, Н НУ - 
уе = — й, — —Е{№,| №3, Net- С —=( Н )М,—, 


ЫЕ 
_ _ Km, 


我 们 在 (9.2.11) 式 已 经 指出 过 ，xo (8B) EREN., RALAR 


«(8) CB) 


一 一 一 Ч 


图 9.3.2 复 现 yt 的 反 镇 控制 示意 图 


E DCB) 的 根 在 单位 加 外 ， 所 以 CO) ERR, TERM 
后 的 输出 漂移 s， 仍 如 (9.3.8》 式 所 示 ， 容 易 验 证 ,这 种 方法 
对 为 АММА 序列 时 也 同样 适用 ， 在 此 必须 指出 , 在 图 


9.3.2 中 虚线 外 的 系统 28), паа 《如 化 学 反应 过 


(в) 
程 ) 的 传递 函数 的 近似 描述 ， 而 虚线 内 的 复 现 系统 - яя 则 完 


全 是 按 这 个 近似 模型 设计 的 ， 到 此 实际 上 后 者 的 输出 不 可 能 完 


复 现 真实 操作 过 程 的 输出 。 容 易 想见 ， 代 型 对 真实 操作 过 程 的 


系统 氢 合 得 越 好 , 图 9.3.2 的 控制 方法 的 效果 也 就 越 好 当然 ,不 
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上 愉 对 这 种 控制 如 此 ,对 于 图 9.2.1 利 图 和 5.1 的 控制 而 言 世 是 这 样 ， 
不 能 期 望 基于 对 真实 工作 过 程 的 误差 很 大 的 系统 描述 ,能 建立 很 
好 的 控制 方案 . | 


54. ж-а . 


在 前 两 节 里 ,我 们 讨论 了 随机 漂移 乏 制 问题 的 两 种 特殊 情况 . 
现在 开始 讨论 它 的 一 般 情 况 的 解决 办 法 ， 在 一 般 情 况 下 , 系统 的 
输入 噪声 既 有 可 量 测 的 ,又 有 不 可 量 测 的 ,这 时 只 用 反馈 或 只 用 顺 
镇 方 法 都 达 不 到 最 侍 深 制 的 要 求 。 按照 本 章 $ 1 关于 随机 源 移 控 
制 问题 和 的 概 述 , 我 们 假定 图 3.4.1 中 的 控制 系统 与 工作 系统 和 的 传递 
ВЈ АЈ, ШИК, ЧГ АЕ е, 以 及 不 可 量 注 噪声 所 
产生 的 输出 量 N,( 见 图 3.1.1 所 示 ) 的 随机 模型 也 都 已 获得 ， 文 假 
定 它 们 是 相互 独立 的 序列 。 这 时 最 佳 钢 给 系统 是 以 和 si 为 驱 
输 人 的 线性 系统 .如 图 9.4. 所 示 , 我 们 把 这 种 铺 给 系统 分 遍 两 个 
ЖЕБЕЙ A R AR sa : 


— 4 g- (B)o(B) e 
' - Е ы | . 1! 


图 3.4.1 Т-К e s Ыл ЖН 
然后 分 别 根据 本 章 $2 和 3 中 的 原理 ,设计 图 9.4.1 中 的 局 给 系 
统 的 顺 俩 部 分 C.(B》 和 上 反馈 部 分 C (B), 称 这 种 控制 为 顺 馈 - 反 
馈 联 合 控制 ， 首 先 在 未 加 反馈 控制 的 条 件 下 来 设计 顺 馈 都 分 .这 
ҢҒ z, 与 N, 是 相互 独立 的 , 因此 yo у^ 与 Ni 也 独立 ,于 是 ,为 
TÙ y” + y, + М, 的 方差 达到 极 小 慎 ， RIS AE y” + y К 
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刘 极 小 值 , 于 是 可 按照 39.2 中 的 方法 设计 св). 设 它 的 有 限 阶 
37829 (I (9.2.12) (9.2.17) 
B)L,(B 
ao- -ARE 

ЛЕНЕ ЧАНЫЯ 3666 00 Н ЖЕ E 

мА, ж ти N, ур Thr, 
Хш (9.213) 式 知 НИИ 

| ЕЧ 


y, — 3, — 之 драг pb 


AFN, 与 y, — $, 195 Ж L, жшшхи $1 =, ;会 成 序列 

nem N, + y, — 9. 也 是 АКМА 序列 ,其 模型 由 第 六 章 51 093535 
EARE. TEH п, 视 为 $9.3 中 的 N,,“ 并 按 那 里 的 原则 设计 上 出 
БУ C X B) 来 ;就 是 我 们 租 需 要 的 ， 以 上 是 在 一 舰 情况 下 最 
佳 随机 源 移 控制 的 一 种 设计 方案 ， U 

例如 ,继续 考虑 本 章 $2 的 例子 ， 候 定 在 前 玉生 产 合成 树脂 的 
过 程 中 ,同时 存在 一 项 不 可 量 浏 的 噪声 输入 ， Lk k S SE 
E N 其 模型 被 识别 为 AR(1,0) 28. 
N, = ф,М,-, == о, 

其 它 条 件 仍 如 前 述 . 现在 赛 求 设计 一 个 顺 颖 ~ 反馈 联 侣 控制 方案 . 
按照 本 节 所 介绍 的 设计 方法 , 顺 馈 部 分 仍然 如 旧 , 即 为 (9.2.18) 式 : 


xit == — (L 一 B (1 — 8, 十 有 ,一 Б.В 


2001—6801 LB) ‚^ 


或 者 表 为 Е 
св) = — 


вів) 
在 顺 局 控制 下 系统 的 输出 票 移 量 为 ， 


- п. == М, + y: — 办 
由 于 系统 是 从 2 = 1 时 刻 开 始 工 作 的 ,所 以 
y, = z, + > Ligs_ ; = z, + > Ziz") 


TOT 


一 一 一 -一 -一 一 


其 中 约定 зр 000360). ХН | 
ў, == &,- (1) + s Бл, 一 2,101) + У Суар 
j=l . <- diael 

注意 z, 已 被 识别 为 ARIMA (0, 1, 12 序列 : 


Ча, = a, — Üdi- 
Мт 
一 四 一 各 一 入- X 1) = a, | 
又 由 于 区 是 ма, 0) 971, H5 а, ЮУГ, PEAS (6.2.12) 和 
%. 2.5) 5091 n, — N, + a, 是 ARMA(1, 1) 序列 ， шш 
а (1 — ФВ)я, = (1 — 8,BD, ` 
其 中 b 表示 与 л, 相应 的 模型 队 声 序列 ， 而 参数 到 和 呈 由 以 十 方 
ЕШ 
(1+ 9091 = а + (1 Фо. 
— 9,03 = — фо? 
Я ф.о, о: 都 是 已 知 参 数 。 现在 将 ,代替 (9.3.3) 式 中 的 N,， 
写 出 其 传递 形式 


Ck Zee | 


= z, + > Pj ems 一 a 十 > Фі Ke, 一 Bo, 
- 一 (Ba 十 好 (五 Bo 
其 中 


WB) =1, (В) = >) Pp, — б В! 


i=1 


= (@, — 8) У gi Bi = © — 9, 
¿=o 1 一 @,8B 


因此 ,根据 (9.3.7) 式 ,反馈 部 分 的 传递 图 数 应 为 


св) — 4—28) шв) aL 6) (1 ЕВУ 
ito EB) 90 (1 — Ф.В) 
EEP, HF 2,08) = 1, FE СУВ) 是 稳定 系统 ， 而 
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С.(ву 总 是 稳定 的 ， 至 于 在 一 般 情 况 十 ， 关 手 反 局部 分 的 稳定 性 
的 讨论 和 本 章 $3 完全 相似 ， 这 里 不 再 重复 了 ， 通过 此 例 我 们 还 
可 以 看 到 ， 由 于 可 量 测 噪声 = 是 非 平稳 的 ARIMA (0, 1, 1) Ж 
列 , 所 以 在 不 施加 年 何 探 制 手 段 时 (5 即便 取 х, = 0)， 输 出 随机 车 
Ë N, + y, 也 是 非 平 稳 序 列 , 因而 它 的 方差 会 越 来 越 大 ,以 至 达 
到 实际 应 用 所 不 能 允许 的 地步 ， 但 是 在 加 了 顺 馈 控制 后 ， 其 输出 
漂移 n 一 N, + y, — 9, 就 变 为 平稳 ARMA 序列 了 .如 果 再 采 
到 顺 馈 -反馈 联合 控制 , 则 其 输出 漂移 的 方差 又 进一步 变 小 . 

我 们 在 此 顺便 指出 ， 如 果实 际 系统 有 睛 个 独立 的 可 量 测 输入 
噪声 ， 而 且 各 自 对 输出 法 移 的 “贡献 ”表现 为 =m 个 单 输入 单 输出 系 
统 的 并 联 和 又 加 ( 见 图 9.4.2), 那 么 ,本 章 的 各 种 控制 方法 容易 推广 到 
这 种 多 维 简 单 并 联 的 系统 的 情况 . 其 结果 相当 于 独立 设计 功 个 舌 
馈 系 统 , 最 后 再 并 联 一 个 反馈 系统 ， 不 难 想 象 , 这 种 推广 也 同样 适 
由于 在 在 多 道 控 制 系统 的 情况 ， 


图 9.4.2 三 维 类 性 - 反 狗 控制 系统 示意 图 
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чит F тч 


PTE ЮХА ИМАНЫ АК 模型 


SL RAKIA ARH 

在 工程 技术 和 某 些 科学 领域 中 ， 存 在 着 大 量 谱 估计 的 问题 ， 
为 了 描述 一 个 实在 的 随机 序列 ,在 时 间 域 内 ,我 们 可 以 慌 助 于 相关 
性 建立 起 ARMA 这 类 形式 的 模型 ， 我 们 也 可 以 频率 特性 方面 去 
描述 ， 因 此 谱 伍 计 理 论 在 时 间 序 列 的 统计 理论 中 是 另 一 个 基本 的 
ЯШ. ЕЕ 

在 第 三 章 $3 中 我 们 已 看 到 ,平稳 序列 的 相关 函数 和 谱 冰 数 存 
在 着 互相 转换 的 关系 式 (参见 (1.3.7)~{1.3.8) 式 )， 但 是 , 它们 
的 估计 入 就 不 一 定 满 足 这 些 关系 , 六 为 估计 值 是 请 机 变量 。 对 于 
估计 晤 ,我 们 应 当 违 求 它 有 好 的 渐 近 性 质 ,无 其 在 大 样本 的 情况 下 
更 是 如 此 . 例如 用 | 


-k 

1 1 A ү 

Ya “= — >; ХХ, Y-k ™ Yk (10.1.1) 
=] 


估计 平稳 序列 z, ИЧИР ЕВЕ yt， 在 适当 条 件 下 ，f7* АНШИ 
x; tE, 相 容 性 等 性 质 ， 那么 根据 谱 密度 &\5) 和 v, ВЖЖ СИ 
(1.3.9), ), gC A) 的 估计 量 可 取 做 

Ë, CA) 一 > T eÍ 270 Е (10.1.2) 


是 二 一 天 十 了 


Ж: a 如 (10.1.1) 式 所 定义 , 则 
п A-1 H-k 
Ë 01) = (+ >; 2) 十 2 > (+ > хл }сов 2хАЁ 
= } CA) | (10.1.3) 
从 第 五 章 $ 3 PAH (HL (5.3.4) 20), AO) 是 rO) 的 渐 近 无 偏 
iit, BEH n— co 时 , Ep) 的 坞 方 根 值 却 不 能 收敛 于 0( 没 
.247 + 


有 相 容 性 ), 甚 至 比 gC4) 本 身 的 值 还 可 能 大 ,因此 用 (10.1.2) RE 
义 的 RCA) 来 估计 gC%) 并 不 理想 ， 

长 时 间 流 来 在 努力 寻求 较为 理想 的 谱 佑 计 的 过 程 中 ， 人 们 注 
意 到 ,虽然 fo Ф, --- 的 误差 方差 随 着 足 标的 增加 而 变 大 , 但 用 
(10.1.2) 式 估计 gG) 时 未 考虑 到 这 一 事实 。 因 此 造成 了 #02) 的 
方差 不 趋 于 0。 从 而 人 们 自然 会 想到 , 在 (10.1.2) 式 中 给 每 个 P: 
以 适当 的 “ 权 系 数 ”w 如 ,使 得 不 同 的 ?, 对 #Сл) 的 贡献 大 小 有 所 
区 别 , 即 


т і 


С) = Ўр арса" 2 (10.1.4) 


k=— *#-+ 
628, JoeP) 应 随 着 | | 的 增长 越 来 越 小 《甚至 可 以 等 于 协 )， 
(10.1.4) 式 的 加 权 佑 计 ЕСА) 实际 上 是 对 reU) HERES FE EJ 
信 的 近似 估计 ， 这 可 从 下 面 的 变换 中 看 出 ， 先 令 


开 一 】 
K,( w) = У! zt Жш 


R w.— gm + 1 


由 (10.1.4) 式 ,有 
0а) — (KCB — даа 


Eo) 一 人 ,Kal — aaa 


— (к KODLE, Co — 1) — gla — 1)145 
知 gs (ceo) 是 对 
i Ka Wal — 1)4% 


的 近似 估计 (代替 对 С) 本 身 的 估计 )， 藻 将 1б») 作为 (о) 
的 估计 ; 则 有 偏差 GR wih = 1). 


о) 所 | KDC — D42 — ко (10.1.5) 


BAR bC 一 般 不 等 于 零 ,但 如 果 适 当选 择 о, ЈЕ чаг (со) 
ETZ HARRISA 
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ELE Ceo) — glo) == уагё# (о) + 22 (о). (10.1.6) 
НАШ E[é,( o) 一 gm) 小 得 多 ， 这 种 方法 在 文献 中 称 为 谱 窗 
YF, К,Со) 称 为 窗 函 数 , 谱 窗 信 计 的 技巧 在 于 和 如何 远 取 À (ZF 
HM К,(0)), E ELA Co) 一 gCw) 上 尽快 趋 于 堆 , 于 是 产生 了 各 种 
各 样 的 窗 . 人们 可 以 根据 经 验 选 取 某 种 形状 某 种 宽度 的 窗 《 间 着 
当地 权衡 var faco) 和 bloa) 的 大 小 ) 给 出 合适 的 谱 估 计 。 读者 
可 参看 [11]112]. 

用 详 窗 方法 常常 可 以 获得 谱 的 相 容 性 估计 ,但 是 , 它 有 以 下 缺 
点 : 

(1) 它 是 一 种 非 参 数 化 竟 簿 计 方 法 , 须 对 人 之 点 4 给 出 СА) 的 
估计 值 问 人 1， 因而 只 适合 于 计算 机 的 直接 和 运算 ,不 便 用 来 作 分 析 
推导 或 建立 数学 模型 ， 

(2) 一 般 只 在 大 样本 的 情况 下 能 算出 偏差 a) 和 方差 var 
8 的 近似值 ,在 小 拌 本 情况 下 ,不便 评价 一 个 谱 窗 的 忧 劣 . 

‘3》 谱 窗 估 计 对 隐 含 在 随机 序列 中 的 谐 波 分 量 (如 A sin oz 
分 量 ) 不 太 敏 感 ; 也 就 是 说 不 容易 根据 Aa) 的 峰值 点 分 辨 出 隐 合 
ИЙЕ. ЯПА ЕЖЕ ТА Т ЛАГ ИЕН ЖАНЕ Т, (RD DL 
Ал ЖЕКЕН. 2 表示 样本 个 数 , Т, 表示 隐 售 谐 波 的 周期 , T= 


"人 <T); 还 容易 产生 峰值 移 动 , 也 就 是 说 在 如 — T T k GD 


应 有 的 高 蜂 实 际 上 却 移 到 别处 去 了 ( 详 见 [13]). 

除了 谱 窗 倘 计 方法 外 。 人 们 还 用 其 他 方法 来 估计 谱 ， 前 面世 
EEI ARMA 模型 参数 的 估计 方法 ， 实 际 上 也 是 一 种 谱 估 计 
的 方法 ，ARMA 序列 的 谱 密 度 是 一 种 有 理 博 数 的 形式 。 在 时 间 域 
内 用 АКМА 模型 p(B)=, 一 0(B)a, 来 氢 合 一 个 平稳 序列 ,相当 
于 在 频率 域内 用 有 理 落 数 ( 见 (1.3.18) 式 ) 
РСА) = о? е (10.1.7) 
реб") 
来 估计 序列 的 谱 密 度 ， 这 种 佑 计 的 特点 是 使 谱 参 数 化 了 . 

我 们 将 证 明 , 在 一 定 的 条 件 下 ,使 谱 的 粒 达 航天 的 谱 估 计 准 晤 
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是 求 一 个 高 阶 的 AR 的 异型 ， 用 它 的 谱 来 作为 被 考察 的 实际 序列 
Н. 

НР ЗАЛУ ИН ЕНГЕ КЕНЕ, ВН КНЕУ 
方法 已 越 来 越 多 地 在 工程 和 很 多 科研 领域 中 被 采用 .但 是 , 在 使 
用 笑 谱 分 析 时 ;如何 选 取 AR 的 阶 数 是 个 转 难 的 问题 ， 

=. Wi 

一 般 说 来 ,如 果 一 个 随机 序列 相关 性 越 强 , ЯБ ЕНУ TUE EB 
弱 ;, 反 之 相关 性 越 弱 , 随 机 性 越 强 . ТЕКЕМ у ВВА АА," 的 
序列 ;因为 它 在 任意 两 个 不 同时 刻 上 的 取 值 密 不 相关 ,即使 知道 了 
某 些 时 启 序 列 的 取 值 ， 对 于 估计 其 他 时 刻 序 列 的 取信 带 无 驮 考 瘟 
X, 

考察 所 有 均值 为 零 方 差 为 Ye 的 平稳 序列 x,/，。 正 如 弟 七 章 $4 
中 所 定义 的 ,我 们 称 

Eiti = 和 HL 一 É (z. Íz. ` E79) (в, 一 r,} | 
为 хь 带 来 的 新 息 ， ВРА, ВАЧ ЭЕ оз WAK (02 < 
Ya. 因此 ,我 们 用 
8 一 Ў 

来 衡量 长 度 为 4 的 样本 所 包含 的 新 生 景 的 多 少 ， 显 然 ，x*, 的 随机 
狂 越 大 ，9 也 越 大 ， 这 就 是 说 ， 随 机 性 越 强 的 序列 包含 着 越 多 的 
JE., АҰЕ ORRE O = nro 所 以 对 于 同样 方差 的 平稳 序 
列 ， 白 曲 声 的 = 个 样本 比 其 他 序列 的 = 个 样本 包 售 了 最 多 的 信息 
Шш. 


设 QO 是 一 个 序列 的 谱 密度 ，g(2 > 0 [—— «51 < L), 
我 们 称 
-4 
H= \_, log р(34)4А (10.1.8) 


Ж) Ik: PF ARR. 
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CG 


Or re 


现 考虑 所 有 具有 正则 的 谱 密度 gO) C| оке (0)4% > 一 co) 
的 平稳 序列 ， 在 OA) 满足 约束 条 件 
Жо? = >, (10.1.9) 


时 ( 即 方差 为 给 定 值 ), 怎 样 的 gO) 使 (10.1.8) 式 中 的 H INRA, 
HUSA H(g), 暂 不 考虑 z 的 非 负 性 、 热 愁 汉 函 分 析 的 读者 可 


S, H 是 定义 于 | 一 二 ,二 | 的 连续 函数 空间 ( 记 为 qen) LUZA, 
WE HE Hle) 的 极 值 ， 设 
Ie) 一 esgCD22 一 让 ecoaa| 


一 1 log СА) — tgl) Jah (10.1.10) 
ЖаН Z E Lagrange ETF. НАУАН, ZAJ 的 变 分 
8706) 一 |2 +asg)| _ 


其 中 бр 表示 8 在 空间 97° 中 的 任 一 “ 增 量 ”由 此 可 知 (10,1.10) 
式 所 给 出 的 这 项 的 变 分 为 
J = 21 log (g + абр) — ¿(g + обе) = dÀ 


-全 L – е0 (10.1.11) 

由 于 达 极 值 的 条 件 是 57 一 0 及 aA) 之 任意 性 ， 知 一 ~ "ОЗ 一 《一 
0,ED 

0 = + | (10.1.12) 


使 J(z) EEE. R gC 和) P H E PH ЧАЈНИ, 将 (101.12) 式 
代 回 到 《10.1.9) 式 , 最 后 可 得 
g( A) = >, С10.1.13) 
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其 非 负 性 也 自然 满足 了 ， 

由 此 可 见 , 贿 机 性 最 强 的 白 品 声 序列 其 谱 焕 也 最 大 ， 也 就 是 
说 ,随机 的 大 小 和 新 息 量 的 大 小 以 及 谱 业 的 大 小 ,这 三 者 的 变化 趋 
势 是 一 样 的 . 详 粹 是 从 谱 的 第 度 给 出 了 衡量 这 一 趋势 的 定量 表达 
式 ， 熟 悉 平 稳 过 程 中 Wold 分 解 的 读者 可 知 , (10.1.82 式 所 给 出 的 
“ 谱 粹 "正好 反映 了 一 步 平稳 巴 根 误差 的 方 姜 《 见 [15]), 其 方差 为 


[š rlogzg(4 da 
сЗ А 


三 、 以 极 大 烧 为 准则 的 谱 估 计 
设 均 信 为 零 的 平稳 序列 а, 的 谱 在 |4, 1| 上 非 负 、 连 续 . 


如 果 已 知 x, 的 自 协 方 水 数 的 前 m + 1 个 值 ， 
Y- ™ Yx = EX, aith k= 0,1, tr, (10.1.14) 
那么 如 和 何 来 估计 (А) Ba? 
我 们 知道 ， 谱 密度 和 自 协 方 肖 数 互相 唯一 确定 《 见 (1.3.7), 
(1.3.8) sk), НЕ m 以 后 的 Улы» Уты, 能 使 Ух, K = Ü, 


成 非 负 定 列 且 571541 < оо, WA 


g( 4) 一 > ype PMR 


А = — 2 


ж FRPR, ПЕЕВ m + 1 个 相关 函数 值 y +; 
yw 就 是 预先 已 知 的 тю 十 1 个 数 ， РАШЕВ. 

(se dì = уь, k=0, 61,555, Em (10.1.15) 
的 ЕСА) 是 很 多 的 . 我 们 应 当 这 样 来 选择 z CAD 真实 谱 ) 的 估计 ， 
它 所 相应 的 序列 是 在 满足 条 件 〖《10.1.15) AFTER ELER 
的 . 因为 除了 Yos ta Tm 的 值 以 外 ， 其 他 豪 无 所 知 ， J PA EE UH; 


RLAR H АБ СЕРВЕ PLEAS R BË 2: r LOS МУН EM A 
K. ІЕ ЛАТА НВУ, MARR ga) 为 谱 密 度 的 序列 是 在 满足 
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《10.1.14) 式 的 所 有 平稳 序列 中 包含 新 息 量 最 多 的 序列 TAA 
也 达 极 大 . 

在 约束 《10.1.157 式 下 ,使 得 (10.1.8) ARR Н AR 大 值 ， 
нн н АЕ Т, 按 这 一 
原则 推导 出 估计 量 的 具体 表达 式 ， 


JQ) 一 | log g(4)41 一 > w. #2) 


лы рео — (È печ) 00| 43, 


(10.1.16) 
其 中 ¿, E: Lagrange 乘 子 ， 它 们 都 为 实数 .根据 (10.1.15) Ar = 
т, 所 以 我 们 可 设 
È- = Ci (k— 1,2, s=., m) (10.1.17) 
EZA Je ARERR FET 6J(g)= 0, 和 推导 (10.1.11) 
A— В, 10.1.16) 式 的 变 分 为 


і pE 
6J(g) = |: 12 “D -5 ÈE "| бе( 14А 
ss) BEZA 9 中 (А) 的 任 一 个 增 量 ,于 是 (Q) = 0 等 
价 于 上 和 式 方 括号 中 的 内 容 等 于 零 , 即 


g(1) = ! 


У) Ee IR 


k =m — rn 


(10.1.18) 


记 02) 一 > Let, Н z* сЕ, ШИ 


k=- 
tes DUGD = ( D trt Y = GG 
= = fi; А = -m : 
又 由 (10.1.17) R 0697) — 000), TARR aE 000) 之 等 点 ， 


. 253 


Cp 


则 =Ë, зр, CITERE LO 之 零点 。 另 外 , 我 们 总 设 (A) 是 
可 积 的 , 即 
š i 4} 1 dz 
СО >> y, = | еам = 1—0 = э: ф NTE 


_ _ 
J P . 
бе2е к izi= 
k= ли 


B Сш) 不 可 能 在 单位 加 上 有 等 点 ， 
їс Z ж) = а" ж), ДЇ Z (e) 是 xz 的 2m 次 多 项 式 , 它 的 零点 
和 x) 的 零点 完 爹 一 样 , 所 以 我 们 可 以 把 5(z) 写成 


EC) 一 ce П (z 一 а) (z — zx’) 


= < Ц (z — а — zar!) 
k=1 


-| П Cad) II G DE — | 


k= 
= с' Ц (z 一 20) (27 sa) 
其 中 с,с 都 表示 常数 . 于 是 


1 
g( 4) = TE "= m 1 
- РЫ H (enm — 2) (еі —_ 2.) 
к= 1 
= _ 1 
с' П (1 — туе "(1 — двс) 
к= 1 
= — l (10.1.19 
нт 2 "т. ) 
є' [J 《1 一 zaet) 
L Җҗ=1 


记 
П (E 一 вре) = р — p, 0290 65 — Pre P же phe) 
k=1 

前 面 已 指出 Жї» Zk 20, (z£) ` 者 是 ¿(=) 的 零点 ， 所以 我 们 可 以 
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把 Zis "" "5 Zm 都 取 为 单位 圆 内 的 т 个 零点 ， 最 见 它们 或 者 是 实 
Ж, 或 者 成 共 轿 地 存在 于 这 组 Sis "a Zm 中 ,因而 可 使 Pis tA" 


gm BELY E pG) 一 JI G а) 的 零点 sm 全 部 在 单位 
K=1 


圆 外 . 
另外 ,由 gla) > 0, 知 c’ > 0, ТЇП -- 一 =, Ak 5 


Fai ЖЕФ НЕ g(2) 写成 
ЕСА) = FS peP ypt = Су = азу peT) (10.1.20) 


3:6 ЕЛЕ» Ир AR 序列 的 谱 密度 ， 

这 就 证 明了 ,存在 一 个 m БШ) AR 序列 ， 其 前 m + 1 ХЕ 
方 消 数值 等 于 已 知 值 《 见 《10.1.15) 式 )， 而 使 谱 炉 (参见 (10.1.8) 
式 ) 达 极 大 值 . 

我 们 还 须 给 出 p (22 的 系数 的 表达 式 . 

在 (10.1.20) 式 中 „ВУ P(e) et == pe Ганы 
并 积分 (k= 0,1,--.-,m) 则 由 (10.1.15) 式 , 左 端 等 于 


ЖОО Ло ГЕЙ 
(10.1.21) 
бю 
е) сб та) dl = ZO um =з dz = Spa 
k=0, 1, +++, т (10.1.22) 
因为 p (z) 在 单位 圆 内 没有 零点 ，s*-!/q (x) 只 有 在 k=0 时 留 
数 等 于 -o 一 1 在 其 他 情况 留 数 为 零 ， 从 (101.21), (10.1.22) 
式 得 


ҮА — tP Y к-1 — 1t: — Фа rm = UB os 
= 0,1,..….…, т (10.1.23) 


EE ra 一 7， 上 式 写 成 奸 阵 形式 为 
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т" 1 ' oi 
TEETE "|- 0 | (10.1.243 
Je т 7, PË 


L t Yme Pı Yı 
| ......... | : -| : | (10.1.25) 
Fait Yo Pin Yar 


这 正 是 Yule- Walker 方程 ， 由 它 解 出 po tto Pms IUA (10.1.24) 
式 中 第 一 个 方程 可 得 02. 

总 之 , 知道 了 前 m 十 1 个 自 协 方 函数 值 以 后 ， 极 大 粮 谱 估计 
便 是 按 (10.1.25) ZŠ Yule Walker 方程 求 得 的 m Br AR 模型 的 谱 ， 


í 2. 极 大 炉 谱 估计 的 计算 方法 


如 果 确 切 地 知道 前 m + 1 КАНУА ЇЕ, ВВП р 
(10.1.24),(10.1.20) 式 可 求 得 具有 极 大 谱 糯 的 AR 序列 的 参数 .而 
《10.1.25) 式 中 p, "tto pa 的 解法 可 利用 第 二 章 $2 中 求人 篇 相关 
级 数 的 递 推 公式 求 得 .但 是 在 实际 问题 中 ， 只 知道 了 个 样本 r, 

`, жа, m 的 大 小 并 不 直道 ,而 Yos -tts Tim хя». 

通天 给 出 的 7, 的 估 许 量 有 下 列 两 种 


下 — k 
f, 一 2 >; 1.779: (10.2.1) 
fi tml 
1 
+?“ = Ујка — (10.2.2) 
п — Ñ 7a] 


MÆLK, HRA АСЕНА А ВОЛ В), ФН Ef: = 
ук, 而 了 4 КЛА АА, 但 ув, ту, tts Ya 不 能 保证 样本 


ВИЗЕ 
Fo 
( ..... - (m = n — 1) 
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的 非 负 定性 ， 所 雇用 (10.2.1), (10.2.2) 式 作为 《10.1.247 式 中 7， 
的 估计 各 有 不 足 之 处 . 因此 在 应 用 上 节 得 到 的 准则 时 , 引入 了 一 
种 新 的 方法 . | 

在 引进 新 方法 之 前 ， 先 介绍 一 下 所 谓 Wiggins-Robinson $88) 
系数 迭代 法 ， 

设 Yos Yo `. EEEN. 1—0 л, Ф фот 15 j # + 1 
TRAB Фаз ° ' "s Pans я 满足 下 列 方 程 组 


Ya "Tn Фо © | 
- | ` J=] (10.2.3) 
Ya Yo Ф.а 0 
显然 | 
| ра, yy 
«== фо» . yr) И == (фо; + s Pand елее : 122-0 
| Y 0 | Yatt "Ту. Pas 
Yo Ya Фл ü 
сез ро (102.4) 
f т." Фк, - 0. | . 
现 考虑 n + 2 个 未 知 数 Patis *``Фе+ья+а» wn 关于 方程 给 f 
Z Ye" "T'aqa Patio rtl 
Сам. = =t | С (102.5) 
Ула” Yo Фала ú 0 
的 解 ， 我 们 可 由 《10.2.3)，(10.2.47 И 
Ta ` - “Жз: фо һ 
. 0 . 
- ` | = : (10.2.6) 
| Prr ü 
y +1 ` Yo 0 {£ 


5257 а 


—— — — — Aa лш 


F 
Wa F aen D + 


Pan 0 

......... "|=|: (10.2.7 
: 0 
Yora t Y фо ©, 


Ж, a, 很 容易 计算 出 来 。 取 如， 便 它 满足 (由 a, > 0, 下面 方 
程 有 唯一 解 》 


az F Ка, = 0 (10.2.8) 
暂时 令 
(фе, 0 
== (ptes t Patina) (10.2.9) 
MJ С10.2.6), (10.2.7 = 
Fort" Yati Patt rn ‚ © а, 十 krin 
0 Ü 
tesson | = : | + Ё, : = 
! 0 Ü | 
了 / Patirti а," а, 0 
{10.2.10) 


TA 由 He == 1, 即 由 (10.2.9) RARI Сф.» 55 Patrai) 和 
«ы 一 а, 十 kaaa 是 《10.2.5) 式 的 解 ， 由 此 ， 可 逐步 选 代 求 任 高 
阶 的 形 如 (10.2.3) 式 的 方程 组 之 解 . ВА (ф.о, 555, Фф) 就 称 
为 W-R 辅助 系数 . 

我 们 知道 ，m 阶 的 AR 模型 相当 于 一 个 时 间 从 一 co 开始 的 ， 
带 有 直至 m 步 延迟 反馈 的 线性 潍 波 器 ， 序 列 z, 本 身 就 是 以 白喉 
Pš а, 为 输入 的 此 弈 该 器 的 输出 : 

z, = Pitia E + E арк, a + a, (10.2.11) 


输入 а, 是 用 + 时 刻 前 的 输出 来 预报 2 时 刻 输 出 х, 《线性 最 小 方差 
预报 》 的 预报 误差 ， 

现 若 把 序列 <, 从 原 输出 端 反 输 和 到 该 主流 器 中 , 并 在 滤波 器 
内 部 把 全部 流向 都 倒 过 来 , 那么 ,就 在 原 输 人 端 得 到 输出 , 若 时 间 
从 一 oo 开始 ,这 个 输出 就 是 a; 


ч 258 + | P 


5 


g, — x, 7 Pat- 7 T A Pmt (10.2.12) 
БЫ Н; ЗЕ ЕЕ БЕ DIKAN, TAE MRR. 
下 面 ， 我 们 给 出 不 同 于 《10.2.1) (10.2.2) 式 的 估计 ?, 的 新 
方 甘 ， 同 时 给 出 求 极 太 精 谱 估 计 中 诸 参 数 的 迁 代 程序 ， 在 一 些 文 
献 中 称 为 Burg 方法 ， | 
设 Ех, = 0, im ТУЛЕ ЭЕТ aa СП, 10.212) 式 ) 的 输 
出 的 方差 记 为 02, 而 其 中 相应 的 系数 记 为 раз `` `. Pm. 
£ т == 0, Mj 
сї = 1 X m +,> 0 (10.2.13) 


„АР 


是 零 阶 预 报 误差 秋波 器 输出 方差 的 估计 ， 
令 т 一 1, 按 极 大 炳 谱 估 计 准 则 推导 出 的 公式 《10.1.24) 式 ， 
并 用 fx 代替 其 中 Yi, 有 


A-C- CG- 0] 
= (P) — pa CÀ 


?, == фцо? | (10.2.14) 
sl = оў — pafi == 《1 一 фо (10.2.15) 
其 中 , ф АГ —[Й TRE 5: ЭЕ 0822 ES PJ УЭЕ BJ ii Yi Bt 
1 п Е , н Е | 
In — 1) [> (z, Puti) + 2, (т,-‹ Фых ? | 
达 极 小 。 其 中 后 一 和 号 相当 于 把 数据 x,,.…, х, 再 倒 过 来 使 用 一 
次 以 提高 数据 利用 率 ， 因为 (х„, бє, х.) 和 (ху, б» хь) 有 完全 
相同 的 统计 特性 . 于 是 Pi 满足 方程 


P |> [ (x, 一 Puti) + C 一 Фак) | — 0 
Pii #=2 


得 


RH 
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=? > wr (5 = +. 5.) 0102.16) 


гж Z 


Ф т = 2, BER п-н, 我 们 有 


aiy (h h Pi 1 
0; F; 7, Fa Фа 
а?а? р 1 Е 
-| fi fa fi È) Pal M 
PaF Fa, 0 / : ‚ 

foi \ 7; — фи T? 
oa lol | 
АФ — pu Fi | oi- : 


(1022.17) 


Ya 一 Фи? + Pati f 
с == о — Pal f: -= Put) — (1 — phiol 10.2.18) 
(10.2.19) 


Фл ~ Pn — фори 
ЖН, po 应 当 使 二 阶 预报 误差 江波 器 的 输出 方差 的 估计 量 


| TOES 一 -5 > {Er 一 ae- 一 ParX 
+ [x,-; 一 Put- Pats 12} 


n — 2) — 一 > ПШ ~ т Puxa) — Parra 一 Putra) P 


+ Era фи) — фаб: — Pr) BY 
达 极 小 ; 即 由 此 式 对 Фф хн ТЕН Фу 得 


2 5 (x, — Put,- Ha-a 一 Putra) 
D —— ————— (10.2.20) 


Pa == 
> [( x; 一 Put- + E7 一 Pux? ] 


车 难于 ¿=< m 已 得 到 fns 02,, ppm， 现在 求 出 用 它们 递 推 
Pt 十 1) 的 公式 。 同样 根据 求 И-КЕ 辅助 
系数 的 思想 ,考虑 m 十 2 个 联 立方 程 组 


Gati Po ``. Öman f 1 
Ü — | `+, ` — Patin 
Ü Fati Б Fa — P mtot 
Fo `. А T афі 1 0 
„> ` ` Pm . | — mm 
= а . `` . А : 一 Фуран 
А т. a — tP mmn ml 
Yati © Yo 0 1 
@* 
0 
ий o 


mi 
Yati > Фа, mtii 
j=l l 


Фат —_ > | Фи тъ 


i=l 


一 Prhati 0 (10.2.21) 
Ü 
ба 
得 
Fm 一 >, Pmi m+1-i + Qam Can (10.2.22) 
;=1 


| Dati = оз 一 фын (Fo — У? Фи) 
- . i=l 
— (1 — Pm J Om . (10.2.23) 


Prti == Pm] 一 Pra+umti P mrmi} (10.2.24) 
其 中 Putman 应 使 起 十 1 阶 预报 误差 滤波 器 输出 方差 的 估计 量 达 
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1 E] - m+ 1 i 

—  _——— x, — 1з a} Xj; 

a oy 55 (|5 > Patni 4] 
mti 


+ [kim — 2, Те | 
6 е) 


209 — т — 1), = F 


z 
一 Финн O — У mmi- і: )| 
i=l 


十 [Em = >, Past mi 
i=1 | 


一 Pmtunti( zs 一 > Фын} 
极 小 ,通过 对 Patrone 偏 导 数 等 于 0, 得 
Pantoni “= [2 > (+, 一 > ЖО) 


. (x 一 > Рика) / 
EARNE 


+ (5-а > Pait: ан) || (10.2.25) 


(10.2.22) Æ (10.2.25) 式 是 一 般 的 递 推 公式 . 根据 全 部 数据 
以 及 前 一 步 的 系数 фыр 用 (10.2.25) 式 求 得 号 sppm+r; 由 (10.2.24) 
式 得 por G < m + 1); (10.2.23) 式 给 出 该 步 预报 误差 滤波 
加 的 输出 方差 和 的 估计 量 ，(10.2.22) 式 实际 上 始 出 了 不 同 于 
(10.2.1), (10.2.2) 式 那 样 通常 的 y, 的 估计 公式 ， 

现在 论证 上 述 的 fo fo … 蚌 正 定 列 . 首 先 由 (10.2.25) 式 知 


s. 262 = 


[фт < |2 5 (=. У рыву. ) 


яко l з= 


ни 


{ >} [(#— ена 
+ (ж-з — }) енен) |] 


= | >` 人 省 Fr 一 >: 9) + (=н 
бж 2 i=l 


ЕТ 
一 Zea). + (ж-ы 一 > 有 


=< 1 


HEREA GLID AXK 0 = o, = cas ШЕ (10.2.21) АЈ 
第 一 -等 式 知 
| ml/l al) == о} 22 0 (10.2.26) 

其 中 Гьы 就 是 (10.2.21) 式 中 那个 由 ?, АВ т + 2 阶 方 阵 ， 
f, Em1 HETE. 再 注意 | 六 | => 6G， 于 是 ,根据 归 
WE, 着 P, > 0 (k= 0, 1,57, т), ЕН (10.72.26) ҖАН 
|Ë, | > 0 (E. (10.2.26) 式 中 >0 成 立 ). 由 此 可 见 用 这 种 方法 
Kit ЕНА fo Po ce AREF. ETETA ИВ. й 
近 艾 方 误差 及 渐 近 分 布 等 问题 ,尚未 进行 研究 ,但 由 于 用 它 作 谱 估 
计时 效果 较 好 ,所 以 在 实际 中 已 被 采用 . 

最 后 谈 一 下 选 阶 的 问题 ， 如 果 序 列 本 身 是 一 无 穷 阶 的 自 回 归 
模型 ,从 理论 上 讲 , 当 数据 个 数 为 了 时 ,选用 ”一 在 阶 最 好 .但 是 
由 于 而 增 大 时 ,用 了, 估计 r, EBREN E, Meim = п—1 
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未 必 最 好 ,尤其 当 s 较 大 时 更 没有 必要 ,而 且 计算 量 也 太 大 .一般 
Н т 0 п 的 若干 分 之 一 ,如 sn/2, п/з 等 等 就 可 以 了 ， 

如 果 序 列 本 来 是 一 个 请 阶 自 回归 ， 那 么 应 当 取 严 尽 可 能 接近 
p， 为 此 :在 作 谱 估计 之 前 可 先 用 仿 相 关 函 数 检验 一 下 序列 是 和 否 可 
看 成 有 跟 阶 自 回 归 ， 如 果 能 , 且 阶 数 m < x ($ m < 01а), 那么 
偏 相关 系数 Pms o Pan 就 可 作为 其 参数 估计 ， 用 它 和 用 Burg 
方法 得 到 的 结果 相差 不 会 太 大 . | 

以 上 关于 选择 m 值 的 方法 (如 取 s/2, 0/3, 01: 等 ) 都 是 经 验 
方法 ,更 严格 的 选 定 “ 值 的 数学 方法 ,还 在 探索 之 中 ， 
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附 = 


SL Він ые аА 
随机 序列 o, 称 为 ARMA (р, q) РЕЗ» еда ВАЛ 


t, т фиш — *** — Ppap == а, — Oitia — -+ 0.8.4 
О | | ` (1.1) 
的 平稳 解 ,其 由 plo) m 1 - po 一 pao? 一 … 一 pro’, BCe) 
一 上 一 go — -i 一 уот ЕВ ОНУ, а, 是 白 噪 声 序列 ， 


Ea — 0, Eat = d, Eam 一 0( 过 1)， 本 节 暂 不 假定 它 是 正 态 
序列 。 我 们 将 讨论 , 一 个 平稳 随机 序列 在 什么 条 件 下 成 为 ARMA 
(р, 4) 序列 ,又 在 什么 条 件 下 成 为 AR (р, 0) 序列 或 1 МА (0, 4) 
序列 . | 
ж ЕВНА аса Зр ЛАВА АЕ тоза 
(HL[2]X5 +), 下 面 简称 谱 表 示 定 理 . | | 
定理 1. 均值 为 零 的 平稳 序列 го, 满足 随机 差分 方程 (1.1) 的 充 


TARRE, w 具有 有 理 谱 密度 
Кз) 一 ГОБИ в“ 02) 
ВЕРЯ: 先 证 必要 性 . 
根据 谱 表 示 定 理 , 可 将 (1.12 式 中 的 平稳 白 虽 声 序列 , AA 
а |, ¿may GQ) (13) 


其 中 ул) 是 相应 于 a, 的 正 交 增 量 过 程 ， 
Е{ ау, СА) ~ oan 


又 根据 同一 定理 可 知 | 
| “= |, tay G) ае 
ДР y (A) 是 相应 于 平稳 序列 mw 的 正 交 增 量 过 程 ， 
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Ellay,CGA |D = аЕСА) 
其 中 F(1) 是 w 的 谱 分 布 函 数 .由 于 已 经 假定 了 o, 满足 (1.1) 式 ， 
所 以 将 (1.3) 和 (1.4) ERA (1.1) 式 可 得 


-和 | ; | 
| ; eP ple m dy y (4) = [emg ee) gy (1) 


再 用 谱 表示 定理 可 知 , 上 式 两 边 的 随机 序列 的 自 协 方差 函数 y, 分 
别 是 下 式 两 边 的 数列 ， 
1 1 

|, eT] p (e mt) AFCA) = | e ta (е =) load 

它 对 一 切 整 数 隶 者 成立, 因此 
|фСе i} FCA) 一 - [0(e "2 [292243 
又 由 于 pe =) ae 0 (因为 le] — 1), ВД 
dF) real lI Cet) a 
| 下 
再 证 充分 性 ， 若 已 知 w АЯ (1.2) 式 的 有 理 谱 密度 ,那么 
= (3 бда а = | i EEA C |2 a 
r= ода fi e ИСОИ x, 
由 谱 表 示 定 理 可 知 
ru m | — piid ca mat) . 
t 六 pl eTii aya) 

其 中 y СА) HESH, E(P — dA, НЕ ST45 38 

Wie — Piia — 77 Фр; -р = |, Ta: ЖЫ Jdy kå) 

== z, — Qami +++ Ode 
其 中 n | 
а, = |`. еду) 


- T u aš £ = £ 
E a, = 2 ЧЫРА ра s= 9 > 
28 ° |°, | > i% 
йа, 为 白 躁 声 序 列 . 定理 证 明 完 圭 . 
定理 2, 设 w, 为 一 霉 均 值 的 平稳 随机 序列 ， 它 的 自 协 方差 函 


у, JE q 3p qk ERICE yy > 0; y, = 0, k с 2). EM 
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й . 
Жу) = 》 rei as 0, — 3 < 4, Д] w, 一 定 是 MA 
此 二 一 半 
(0, q) 序列 ， 
ЕВН. ВЕЖ 


*+ ыі + 
全 АСА, = У! Y. | + etA = 了 
"一 至 K w— _ 


j= 0, til, +2, €. 


勾当 NN 之 qhi, 
N ; N | 
Ü = E >: ше? а > yje GDA 
dmi i, i=] 
N—1 
= >] (N-— kl, (st 
каМ 


ч 14] 
таш N У! (1 — іі y | 2901 
k= N 


所 以 
== |; ч — [5 | a ia | 
КА) im У (1 Ап уе B> 0 


由 此 知 o, 的 谱 密 度 存在 , 且 为 {4). 将 ЈО) RA 


š 24 
ЖА) m + > т» e (k) = ете Уу (е7) 
#=й 


k =. q 


1⁄4 
x== y (e =a | [ (сё — 上 
р=1 


其 中 是 24 次 多 项 式 
> тун! = r JI 一 &;) (1.5) 


ШО. ШЇ у, v (>< 0, 所 以 [Is = 1 有 从 而 # = S 
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< 24): LAFI FARER i KA) 一 KAY, BH 
4629 П Çe 一 š,) — тас 0" II Ce 一 Е) . 


йя 17 1 -iwà 
= r, >a || (4 — есе) 


其 中 Kayu Е, 分 别 表示 /1 和 号 ШЕЕ ИК. HERTA, 1/8, 
也 是 (1.5) 式 多 项 式 的 根 , 因 此 不 妨 假 定 它 的 29 个 根 中 后 ? 个 根 
恰好 是 前 а MRENA. ETIR 


ji) 一 2! (ез5 — Е) (= __ +) 


一 уед" H (с-та 一 ED схі -+) 
три са) 的 非 负 性 可 得 О 
KAD = ио = tr еее 009 2) 


= |>} II ls! П [CI — ёо) G Ёре) | 
= ¿š | H (1—érte Pay | | I 


к= і 


其 中 = — re TI Ia. 依照 平稳 序列 的 谱 表 示 定 理 ( 见 [2]) 知 
oo (1.6) 

其 中 yC4) 是 正 交 增 量 过 程 , 旦 Elay P} 一 di. 令 

a, = (É emay) 
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易 见 a, 为 白 品 声 序 列 , 改 由 《1.6 AFTA 


w= У рач. 
BD ө, ЕВНА а DPS. | 
根据 假定 KA) 六 (—- L<, < 2), BH (1.5) 式 的 根 都 不 
荐 单位 加 上 ,那么 ,由 于 EU < i< 4) 和 + (<<) жаз) 
AA 29 Т, R. 
inej- 


所 以 这 24 TREPO а MERAN, 另外 ， q 个 在 单位 加 内， 而 
Н.В Н АРИ. 我 们 将 在 单位 加 外 的 9 个 殷 记 做 
yl =< = j =< q), 于 是 仿 前 AED. 可 以 进 一 步 未 示 成 | 


i 


i=l 


Юе | Ца ео) = a 


其 中 o ә |у, [[ Il. tf БЕРЕ 
j=l 


w, 一 a, — ба, 8 0,4,4 (1.7) 
Н о, МА ЖШ, Ел mo, H 000) — 1 一 gm 一 -一 ge 
的 根 都 在 单位 测 外 ,所 区 w, 是 MAC а) 序列 . 
以 上 定理 的 逆 定 理 是 曼 然 的 ,不 再 详细 叙述 了 . 
推论 . 设 of = OCE uP GQ — 1, 2) 是 两 个 相互 独立 的 
qi = 1,2) Br MA 序列, 而且 
(1) 19992282) [2 ae CD li a Cia зе 0 


= <1< 2 О (їз) 


那么 w, 一 wP + wP ДЕ g(=max(g,, 9)) 阶 的 MA 序列 ， 
证 明 。 由 于 ww 局 和 w 名 是 相生 独立 的 ， 疝 且 各 自 的 协 方 差 函 
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Ж y (ал02) 和 Yatw2) 都 是 截 尾 的 ,所 以 ш, 的 自 协 方差 函数 
Y Ce) = Y, (09) 十 Yalea) 
ЊЕ: А7, E. x Ë >> max( gi, 4) 时 ， Y, = 0. 由 定理 2 可 
ЯП, w, ARERI g E: Са < max(g,, 440) 滑动 平均 .又 舅 知 , 这 
时 w, 的 谱 密 度 为 | 
JA) = [ODE от) + 102002785) ||2o2( 2) 

根据 (1.8) ARRE JC 处 处 不 为 零 , 所 以 由 定理 2 进一步 可 知 
w, J: MAO, 9 序列 ， 

ЕЖ, НЕ 2 二 9 而且 ө! = — oP hF, A A q < max 
{qi 4923), 否则 ， g == max gi g2). 

定理 3. 均值 为 零 的 平稳 随机 序列 w, 为 AR (р, 0) 序列 的 充 
分 必要 条 件 是 ， wz КИНАНА фа 为 了 РЕЙ НО (PI Prr > 0; 
Фл TOAS p). ты 由 以 下 方程 | 


1 Өү `“ рда Qar | Øi 
Ё 1 РА 2 Фа | #1 , k => 1 (1 9) 
PP-a" 1 Prg Pr 


的 解 唯一 定义 ,其 中 py 是 w 的 自 相关 函数 ，，， 
їй. бз. EEA ө, Ж ARC, 0) 序列 ,加 


i; — фу, T pp ü; (1. 10) 
mE p(2) — 1 — på — +++ фо? 的 根 都 在 单位 图 外 . 则 由 第 
二 章 可 知 , фа Е Р PRRI. : 


充分 性 . 郑 已 知 沟 值 为 零 的 平稳 序列 H's DARREN Фал 
= 0, "4 K> р, фер = 0, WA MWERA (2.2.23) 式 可 知 ， 
a & = p BJ 

Фат» 一 Pii 一 Phiri Pr- = Pio 1 < < £ 
因此 ,由 数学 归纳 夸 容 易 推 得 ,对 于 万 之 pp 十 1， 
p 一 人 l<; =< p 
“o lo, p+1<;i=<4 

再 由 第 二 章 (2.2.23) ХУДІ, 33 k Z P hF, 


"270 е 


( à 2, к. 4 
0 一 bkt 1 一 ip]; JU 1 — ГРА] 
P itikt Prt >; Pit рк) | 2 еюм) 
将 前 面 关于 pu 的 两 个 表示 式 代 人 上 式 , 即 得 
P 
Ры 一 > Paipa = Ü, К = P 
i=1 


但 p 的 定义 (1.9) 式 直 接 表明 ， 上 式 对 0 << p 也 成 立 ， 因 
而 有 


PF . 
кы 一 Dern» = 0 k = 0 
这 个 等 式 等 价 于 w 的 自 协 方差 国 数 r, 满足 方程 


Р 
Te — >р фр) = 0 k > 1 
J=1 


令 
p(B) = 1 一 之， 四 pi f (1.11) 
ful 
那 委 前 一 式 又 可 写 做 | . | 
Ф(В)тк = 0, k > 1 (1.12) 
令 | 
ФО В иш, = a, | (1.13) 


那么 由 (1.12) K, 55 & Z 1 rr, 
Eal == Е{рС В ушр В Jwr} 
一 p(B)Y, — фер В )У — prap В)Ул+; ` 

— ++ — фур Bri = 0 | 
所 以 а, 是 白 噪 声 序列 ,而 且 对 于 《之 1, .. | 

Earp == p(B)yr, = 0 (1.14) 
现在 ,为 证 w, 是 AR(p, 0) 序列 ,只 需 证 有 明 ф(о) PUJ R ЖЕТЕ B. ur [Bl] 
外 。 反 设 pl 有 不 在 单位 贺 外 的 根 ， 不 妨 令 an ЯСЕН НН) 
一 个 ， le 221, TTE 

eile 


рСВ) = (1 — дВ)ф,(В) 
其 中 p (B) 是 Ë — 1 次 多 项 式 ， 令 
я, == pB )w, 
Д) 
а = (1 一 BB )z, = z+ — ре, 
利用 (1.14) 式 可 知 Ea == 0, 因此 由 上 和 式 可 得 
Е |=, == Ela, + ms-rl? = Ег + |a [E |z,- 1? 
由 于 o, 是 平移 序列 ,所以 z, 也 是 平稳 序列 Е a| = E| ep. 
义 由 于 我 们 假定 了 Wr ЕЧ ЇНЇН Ж ERTE, 所 以 (u, Wets у 
wr) 不 能 线性 相关 ， 则 а, 的 方 芜 不 可 能 为 零 。 于 是 由 前 一 式 得 
到 | | | 
Е |ғ,|? = Eat 十 jel E |z t? = |a PE jz? 
> Elza P = EaP | 
这 就 导 至 矛盾 ， 从 而 证 明了 olo) 的 根 只 能 都 在 单位 加 外 ， 定 理 
Ш. 
$ 2， 样 本 自 相 关 函 数 的 渐 近 性 质 
一 、 无 偏 性 与 收效 性 


设 и, 是 一 正 态 АКМА 序列 , 容易 看 出 样本 自 协 方差 函数 


N — 
# = LY wwa А20 (2.1) 
i=1 | О: 
是 渐 近 无 偏 的 ,因为 
м4 . 
Ef, = — > ` Еш; ша = —4 у = w, — = y, 
+=1 


不 仅 如 此 ,对 于 更 一 般 的 


MN—m, 


= 二 >, ww it 


М }#=түнї 


+ 


EP; 一 y | — 12—78 Ya (2.2) 


= 272+ 


(2.3) 


m.s. 


ЙН +£ 也 是 渐 近 无 篇 的 ; 其 中 m, m 是 与 NN 无 关 的 整数 。 特别 当 

m 十 m, = 0 h, Ў ЖЕ 74 的 无 偏 估计 
根据 [21 (L X $ 7) 可 知 ， 
lim Fi = r4 

БЫ БИС ЛЕВ ЛОР ЖЕКЕ, ВА 22 БЕНЕН ra HH РЎ 

是 y, 的 相 容 估计 。 注意 《2.1) 式 的 了 4 是 +Ë 的 一 种 特殊 情况 

(ma = 0, та 一 k), A 7 了 4 也 同样 有 这 些 性 质 。 由 此 便宜 毛 得 


ak 
YA 


知 ，wz HEE ЕНСЕ 
Ĉi = 24 或 ДЕ == РУ 
是 oz 的 相 容 估计 , I H ЛЗР Р ра. 但 是 关于 记 АЛ 
нЕ, ЗЕ АА ВЕШЕНЯ. 
=. БАЛА N 
ATE Ў, = ў, — ук бр = Px 一 p, КДА BJ EE 
质 , 我 们 有 以 下 定理 . 
3801. 15 wi 为 正 态 ARMA 序列 , 那么 | 
КА 1 1 
Еў. 一 АР Crm + у-ну) + O (+) (2.4) 
ПЕВА. 由 于 =u, EER ЗЕРЕ, Br EATA ЕЕЕ У ТБ Ж ЖЕТЕ 
(2.5) 


态 分 布 . 利用 Е71 中 的 公式 
E хухзхзхӯ "= F x x E r + Eng Era, + E x,z,E хх» 
其 中 (x; хз» Хз» X4) JE {Ж {И FIN E ТЕ ЖУКЕ ЖИ ЖЕ › Д iis 


十 Екш. E t igr 


Witms Wijs jtn 代入 上 式 可 得 
E ft; f ыл EU E i I "т E юир „Екшин + Ë z; t E т +a 
= уу. t Yii р-а + Yi-i-mYi~ita 
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由 此 式 可 以 导出 


Fr, Fn = E Fam — E? ,Ya — 五 了 sm F Yaf 


N — n — m 
= E $ 一 "Ym 一 aYm 十 Yafa 
Fm N TaY m N YaYm 


wW- N -m 

— (# + m 
9З 5i Е( инат) — мше; ) Үз? т 
4 一 1 jy 三 1 
N-a Nm 


21 л > (уут + Уу і нат 十 Yj-i-mYj- zita) 


ppe 
TN i=] j= 1 


—N б(вфт) pyn 
N 


Sy 


== М? Кили > > (іа га + 和 一 盖 xin) 


i=] 3 一 1 


4 СУ-00 т) N — (z + m) 


-m 


NF men N TaYa 
N A | 
жыш x > > CY + TY i-i-mYi-i+n) + © (2) 
1 х 1 
- — 一 Пуга E утау „ә + o (z, ) 
№? „2: 6А КЫ ” f i+ А? 
= 1 、 
= = тт + yY- mY ita J: + O (5) 
N — 
у [Сууун + Т). 
2 21-м 


анна тм, ЕЖ ril < се (MEZA 
52). 特别 有 
N—1 


+ 2; |A| (угона F Yi-mYita) 
N'| i =1-N 


< Уу drl + iral) = о) 


і = — 


x 


1 
一 - n-m P Yi-mfi+s) + O í — 
N — 22 riru - 9 Yi-mY l+ ) G3 Э 


= = Tiare + Yi-mYitn 2 + O (5) 


证 明 完 毕 ， 
此 定理 不 难 推广 至 7? 的 铺 况 ， 即 对 +£ mA U W E (2.4) 
A. M E (2.4) Е, л m, 网 得 到 了 了, 的 方差 估 式 
E+2 一 = 2с + уты) + O (去 ) (2.6) 
推论 。 当 w, AES ARMA 序列 时 , ВЕЖ HHN 2, Ў 
E 
_ 1 
ТЕ ~ o (2) (2.7) 
ПЕНЯ. 不 妨 设 y 一 1, 于 是 
Ер, = Е(?, — raip m E(+, 一 ra? + L= še) 
= E(#?, — Y+?) 一 ЕС 一 rfo) foa" 


一 一 х ra — EC, — PaPa + Фе — rafot 
a = ы x 1 
= E(f — #Ў„)Ўа + О (2) 


由 f, 和 au 的 定义 可 知 


мА ксл yN- + 
Ў вы w (> йы У) wi) 
|i "= = t K t= === 
э > 
f=1 Гў 
因此 由 (2.4) 式 有 


ЕР < ЕГАР + ЕСФ + o (2) 
= Еў + | ECF) + O (2) = O 2) 
IBD (2.7) 式 ， 这 个 推论 还 表明 了 , ó, 是 pi ПЛЕН. 
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定理 2. Ж ш, HEA ARMA 序列 ,那么 对 于 任意 整数 tis 129 
Жуз fa 有 以 下 渐 近 估 式 : 

Еў, FT; 一 0 (+) ElF/ Fa i Fn) = о (=) (2.8) 

IER. 利用 定理 1 可 知 , 对 性 意 整 数 i， 
sz — 1 
Еў = 0 (Z) 

XA 

ПЕТ, Ў, < <4 ЕС? + FLP, I 


< CE?) + (ЕЗ ER 


Ет, P, Pi i < СЕЎ ТЕТ 7)? 
< (ЕР! ЕФ ЕТ E? D: 
所 以 为 了 证 明 (2.8) 式 , 只 须 证 明 对 任意 整数 i, 


E71 = (1) (2.9) 
这 是 (2.8) 式 中 后 一 式 的 一 种 特殊 情况 С = ; — h = r, = i). 
首先 有 
Еў? = ЕЗ» 3ymET + ЗУ ЕТ» — Tm 
М — 


= Еэ, — 3ymE(CFn + у») + 3⁄2, M fm — ҮЎ, 


= Ef} 一 yh + 3 © у — 3Y mE Fh 


N—rm 


1 
М < > E( my tk мй Uk imk ША +m ) 


上 式 中 > E: УХ HERS, А [71 中 求 多 维 正 态 变 
күк, у тЇ 


县 高 阶 赴 的 公式 : 


+ 776 = 


++ =——— as U UU: © 


А А ч-т # k, Й Ат и», НА +w 


3 =з > E w; tp, E mi te; E t; tpi, 
t 


其 中 求 和 范围 3 ER Gis h> Ds is Ds 2) BOB us R F m, Ñas 
A: TL om, зз йз 十 т) 的 所 有 可 能 的 排列 . 我 们 将 S 分 成 三 组 ， 5,5 
示 la h] = |, — p| 一 [5 — | = m 的 各 种 排列 ; S, 表示 仅 
有 一 对 《Ps j) 满足 |; — j| — m 的 各 种 排列 ;3 S, 表示 其 余 各 
种 排列 , 即 [is — | ео Се 1,2,3) 的 各 种 排列 .于 是 

1 N— 
ТЕЛ. > > + > + У) E wi wi E wi tj Ен; 


ET = 


m (N — m) „ > 3 
二 -上 3 = 312 
N° + тд 


! 1 
(TaY kmt ikom -+ ҮмҮЁ,-, J + EE] 
N—m | | 
Ў 31G a nint ан А-а 
* 


+ óy ж-ы ы-н? k k.) (2.102 


Мт 

1 
Ai > Y a.—k,+m TY Ат к-т | 
N-m Ч-т—1 MIAN таъ, М —тил 


х |; 


mm 
k=l f=1-N-+m Ё„=тах(1,{41) 


N- 
=; а ну) 
дз Pa > Ire -kimt i+ | > |7; | О Ай 


[н] EB _ 
a <o (2) 


为 了 计算 (2.10) 式 右边 第 二 项 的 和 值 ， HAREE 1 的 证 明 方 法 
舍 算 出 


>: Yki kT kk mY kik, 


„+ 227, 


М 一 了 


1 
N > ‹ FR 
ira” 


_ Ñ > Cri + Уыт) + O (2) 
将 以 上 这 些 估 式 代 和 ЕЎ, 可 得 


a Р 3:9 3m? 3 3( 一 
EY, = Ya rnt Ап ra E у + О) Ç D) у, 


© D) (Z+ унат) + O 2) 


I =— = 


3 Byn < 
— ya 57 Yat x У? Ой + ныт + O (E) 


м =, 
ЕН (2.6) RA 


Еў» = 02] Cri + унта) + О (去 ) 
将 这 些 估 式 代 人 EY 便 可 得 到 


_ 1 
ЕЎ?, 一 o( £) 一 (1) (2.11) 
ТТТ ПЕВЯ (2.9) 式 . 利用 (2.11) =] ЕҢ 
Fir, = EY, 一 1, Ef? 十 буі Е?2, — 4yh Efm + yË 
一 EF, 一 4ymEl Fm + ra + 628, + roy 


_ KN- т) 
М 


у 十 >š, 


a 4 А 
ДЕЗ 


1 N — n 
` >; E k Wk тА tk aym EUA Ek mtk 00 ьа 


ЕТ» 一 
- АЁ z 


н-т N —т 
其 中 >， 是 求 和 号 ,的 缩写 。 仍 用 [7] 中 求 多 维 正 态 变量 
* Kask y t a k =1 
高 阶 矩 的 公式 ; 
+ 2578 ` 


—^—' 


"ik ү 


Еи, А т f m # + ktm it £ Uk tm. 


> Et; Wj gi ир te tu tO; Ui, 


ДҮ, 
其 中 3 ER Cis hs D P Dy Ds as jO BE Cus i т» kis kt 
+m, kss ka + m, ko k, + m) 的 所 有 排列 ， 仍 分 三 组 : - S, 表示 四 
对 (i, k) 同时 满足 |; — | = m 的 排列 ; S; 表示 只 有 两 对 
G k) WE |; — | = m 的 排列 ; 5; 表示 其 余 排 列 , 即 最 多 有 
一 对 (s, J WE | — | — m 的 排列 ， 经 过 与 前 面 类 爸 的 估 
算 ,可 得 到 


4 т (z 
rm r T Үт > (У + унут) р 


EA (2.6) 式 和 上 式 代 人 Eh 便 得 到 《2.9) 式 ， 定 理 证 明 完毕 ， 
根据 本 定理 的 结果 和 证 明 方法 ， 不 难 验证 对 ?к 也 满足 相应 
的 《2.8) 4. 
推论 1。 在 定理 的 条 件 下 ,对 于 任意 的 非 畦 整数 j, p hi 


E (6; BP) == ° (+) ECS; PnP B J) = o (+) (2.12) 


uEHH. 由 于 
_ Y; ya 一 YiFo Piya — ?Pot Ро vifa 
Pi тоу о Yofa 
Faf; 一 T? fo f; . Fe 
Yofa Yü Pi Ут 


并 注意 |ó < 1, 应 用 定理 2 , 便 可 得 到 (2.12) 式 ， 
推论 2. 在 定理 的 条 件 下 ， 对 于 任意 ;个 整数 ¿(< < 
т.) 和 m 个 韭 零 整 数 hll =< r = т,), 当 m + m = 3 或 4 时 
E [I Fi Й бр. = 0 (2) (2.13) 


证 明 ， 利 用 定理 2 的 稍 论 和 推论 1 的 方法 便 人 不 难 诈 明 《2.13) 
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1- — 一 一 


Е б.б, = Уу, 54 部 一 二 可 上 一 全 十 D1- m ia: n + 200.03 
1 
一 2( р„ро:+т + 0„0101+һ)! + о (z) (2.14) 
62.14) ARR Bartlett 公式 ， 


证 明 . Ж уо = 1. 
| E mö == Ерб? + EPa 1 — Fi) 
E mbn i = E(?, — Ym? Fa — у.а) 
= E Fm 一 yaYay( 7, — Ynfo 
一 Еў? + ҮҮТ У ЕЎ, — Y EY. 
E Dml — Pi) = E Dml — ?о)(1 + Fo) 
一 — E msti 一 Ебьд,Ға?о 
= EC Yma Pm) Pato 一 Ей.б,Ўо 
= E(f mfo — ?.)б.?о — Ep, 
应 用 (2.4) 和 (2.13) 6—21 БЕИТ, AA 
。{ 寺 ,而 前 一 式 恰好 是 《2.14) 式 的 主 项 ,从 而 证 明了 (2.14) R. 


到 此 为 止 ， 我 们 给 出 了 Efi, Ер; 64 等 二 ИГЕРУ Л Дуа» Tm R. 
给 由 了 更 高 阶 乱 的 估算 式 (2.13) 式 ， 这 些 结 果 在 以 后 的 Л. ü th 
是 很 有 用 的 . | 


三 、 样 本 自 相关 消 数 的 浙 近 分 布 | 

为 了 讨论 正 态 АКМА 序列 样本 自 相 关 函 数 的 新 近 分 布 ， 我 
们 需 村 一 些 有 关 的 预备 概念 .定理 和 引 理 ， 

ВУ хү, xx" ° 是 随机 序列 , Ex, = Fry Е(х, 一 в) ат G. & 


т н п 
Su 一 全 ғ, М„= > щ, в? = Š e 
k=1 = 


ПЯ о в оо BF, BaS 一 М.) 的 分 布 渐 近 于 正 态 (0,1) 分 
布 , 我 们 就 说 对 此 序列 х, 中心 极限 定律 成 立 ， 
中 心 极限 定律 成 并 是 有 条 件 的 ， 在 *; 为 相 扎 独立 的 情况 下 ， 


* #8Q * 


Жылы. TI + 


`F E 


m = — I" 


常用 的 判别 准则 是 如 下 的 定理 ， 其 证 明 可 在 一 般 的 概 府 论 教科 书 
上 找到 (如 文献 [6], [81). 

5 EJE. VE sayon ҖАН Б.ЗЩ уг УБЕП, ЕЗ] T Н. Ex, = 0; 
Ф | 


н 
Р 3 
¿t= E |z|’ C} = DA 
k=1 


若 
lim ВС, == 0 


FE — 2 


那么 对 x 而 言 , 中 心 极限 定律 成 立 ， 

此 定理 对 一 类 更 广 的 模型 也 成 立 ,为 今后 引用 方便 ,我 们 将 它 
表 成 如 下 的 引 理 《 见 文献 [81). 

引 理 1。 设 对 每 个 固定 的 s, z(a), Ca), tnn) 是 >», 
个 相互 独立 的 随机 突 量 ， я 一 1.2, -..; що 00 时, v, — co, 
又 设 | ah 

Ex(n)= 0, ExXs) = си), Е|х(п)|%к= Xa) 


ВЗ = УХ (а), Cm У (а) 
ж = 1 й = 1 
+ 
Em ВС, = 0 
那么 对 #,(n) 而 言 , 中 心 极限 定律 成 立 , 即 
2 9) 
的 分 布 浙 近 于 正 态 ANO, 1) 分 布 . 
SEMER 


limra B} = g? 


я = 20 


Ж 
(Ў а) 


ї=1 


的 分 布 渐 近 于 正 态 (0,52) 分 布 ， 


+ 28] x 


中 心 极限 定律 还 可 推广 到 更 一 般 的 情况 . 设 om JE 
BALE AD EEIE MIER m, 对 于 任意 ‹— r> m, Cris t tto 
xr) 和 (х,, хал» 777) ЯЗЫ ЗЛ ЖТ ЖЕ Sh PF Ai ҖИМ m 步 
依赖 关系 . 例如 m БЕ БӘЗ ЫЕ ЖАЗАР ЕЛН. 我 们 
要 证 了 明 在 如 上 某 些 条 件 之 后 ， 这 样 的 序列 也 满足 中 心 极 限定 律 。 
为 此 ,首先 假设 Ех, = 0, Ex; < со; 并 记 


4, === E zir=m + 2 >` Ë y,rm—- Titmy £ 22 1 


х ча} 


显然 ,对 于 À => m, 有 
Er + ras 十 “十 Xa) 
= EÇ t + -'- + хаа) + А, 


. £ —m 1 
一 一 (xc ++ ras) + >) Aa (215) 
j=] 


引 理 2. WESDLBFSU mx， DA m АЭСА mE 
Е|х}| = 2: < оо, >l (2.16) 


im 1 Улала 20, яе й (2.17) 


F+ ft уш 
那么 ， >= (xi + z; + (+ х„) 的 分 布 新 近 于 正 态 (0, 4). 
证 明 . j | 
Km [at] = 0GD, væ 5) oc) 


其 中 [£] 表示 实数 的 整数 部 分 , 则 z — >K + r(0 < + < K), 
К? ~ olr), 94 | | 
Ë, =: x, + x, + --- + x, 
= (x, + x; + -re + rk) + букы FE хкы T+ `° TF zag) 
+ +: - + (хека + --- + Xk) 
х.к + ttt Era 
ЖЮ К > m, Ж1@ 


+ 2824 


жа-ркяа 十 + r. 
= (аш -ркы 十 … + Xik-m) 十 к-ты + ох 
= U,(n) + к-он ++ + re 
于 是 


> я 
Sn = > U,(n) + > CK mt 十 … + х;к) 
i=1 =1 


+ (хкы + е + х„) = $, + T, + V, 
Eh si, To 分别 代 表 上 式 中 的 三 个 求 和 项 .显然 , 依据 引 理 
的 条 和 件 ， 对 任意 国定 的 у U (n), Unt, s.. Кэ») 是 相互 独立 
的 , 旦 що оо В, -sS = OK} is 3 YX KU, (9) 
Sn /3 > , > | 
fs" У) KAU) 这 两 个 随机 序列 ， 或 者 有 相同 的 极限 分 布 ， 


К ч] 


ЫП АБЕКЕ. 因为 我 们 是 讨论 极限 问题 , Надр п 
充分 大 时 的 性 质 ， 所 以 不 妨 进一步 设 К > 2т. ХН (2.15) 
可 知 | 
E[K-tU,(n) = KOE (zunan + -* + к-н Ў? 
= KiECro ng T +° + оска)? 


K 一 了 二 


+ к^ > 全 DA | (2.18) 

又 由 Hslder Ж Ж:Җ ЖЕЕ (2.16) 式 可 得 
Ех! ас (E|, DI — (Ер) <a (2.19) 
Е\хх,| < (Eg УЙ EN (2.20) 


由 此 可 见 ，(2.18) 式 右边 第 一 项 将 随 天 一 oo 而 一 致 多 于 零 . 18 
E (2.17) 式 ,又 知 其 第 二 项 将 随 K 一 co 而 一 致 趋 于 А, 
lim ECK-#U(n)》 一 4， 对 于 i ай (2.21) 
其 次 ,由 Halder 不 等 式 及 (2.16) KA 
Е | x,=,x,| {Е |х| Ela E |z?| y: =ç д? 
于 是 


+ 2683 = 


3 
E| KUn? = K E 


Е. ` 

>; Xu-—ulK+j 
i=1 | 

KIK— туд < K): = ofr?) 
> E|K-1U,(n)]* = olat) | 
后 一 式 左 边 相 当 在 引 理 1 中 令 (в) = KU) 所 定 出 的 C5. 
HHH (2.21) 式 知 
> E[K-tU,(n)1 = Об) 


- Fd 
此 式 左边 又 相当 在 引 理 1 中 令 xla) = K'tU,(n) 所 定 出 的 B, 
由 此 可 见 , 对 于 相互 独立 和 的 KOU <; <>) 而 言 ， 引 理 1 
的 条 件 ВИС, = 0 一 co) 是 满足 的 ,所 以 
pi 5 K U, Ca) 


i=l 


DAAT EA (0, А), Atu n iS 的 极限 分 布 也 是 ИСО, 
A). AHH S, — S, + T, + V, 中 的 另外 再 项 ， Ei (2.19) 和 
(2.20) 式 
n TET} = [вокна +- + zD | 
= п (ьут2Аа = O(n t) 
n EV; = n Eria E Хк + : * * + x, 
E n na — yK PA = RCO O(n?) 
MAH n so 时 ,以 上 两 式 都 趋 于 零 , 即 aiT, Maiy, 都 均 方 
KATE. Mm ETERRA E. 因此 根据 [6 攻 见 第 6 章 
$3) ЧА. 
nS, = п iS, + аСТ, + Fad) 
E nis, 有 相同 的 极限 分 布 ， 引 理 证 毕 . 
推论 . 设 = 是 仅 有 加 步 依赖 关系 的 平稳 序列 ,而 且 Ex, = 0， 


Eld 有 界 。 那 么 пі У) x, 的 分 布 渐 近 于 正 态 .#7(0，4), 其 中 


zel 


• 254 > 


А == Е + 2 У Er 


ПЕНН. 由 于 z, 为 平稳 序列 ,而 县 仅 有 m 步 依 赖 关系 , 所 以 当 
n > m 时 


0 < Е (> ze) = a(>, =“) + (а — т)А 
HETA 4 > 0; 因为 否则 可 取 о EBA, ë E= r 1538209 АЖК, 
而 导致 矛盾 .于 是 由 引 惠 2 使 得 到 此 推论 . 
现在 ,我 们 用 上 述 31 理 1 和 2 来 证 明 以 下 的 定 还 ， 


定理 3. 设 Wr ZER ARMAC p, g) 序列 ， 即 为 方程 (1, 1) 
的 正 态 平稳 解 。 为 了 简化 记号 ,这 里 暂时 令 


м 
" А 1 
Т = Сп) = р > ыр 
rel 


那么 ， 对 于 任何 固定 的 正 整 数 K, що eco 时 ,随机 变量 
Ма (Фа rds VAOS nh (7 一 YK) 的 联合 分 
HETER A0, GEP y; = Ени, CHK + 87 
阵 ,其 i f ; 列 元 素 为 


Ен == >, Суу» + Үгет)» Р» ] 一 Ü, 1, +... K 
| | (2.22) 
注意 gii 就 是 (2.4) AH sE FiF 的 主 项 ， 
т, = z, — > P; z i = — > Ü;a,-;5 8, = — 1 
і = 0 


©К 十 工 个 实数 tgs у ` "* 全 f 
x, = иб 一 уо) + и, ашина 一 ү.) + =. 
+ ugk ыз „ШЕ 7 Үк) 
显然 ，*: 为 公有 m= K + q АЭС ZR BJ 3P ЖаГУ Р. Ех, 一 0， 
Elli FEES! AR. 依 引 理 2 的 推论 知 
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U, = пті >, x, = ы] nka — YD) + +++ H uglate 一 Tk)] 
*£=1 


的 极限 分 布 为 正 态 (0, 4), 其 中 
А = Ех? -+ 2 У) Brrr "= > Er X +e 
„= У нир (2.23) 
f= 
而 . 


== > Е[ (оо; 一 у) Шыу к Жаш > 六 


再 一 次 应 用 《2.5) AHER y, 一 lkl > m) 可 得 


F - 
Ei T > [Енгил нъ — ҮҮ] 


F ==— m 


т 
= У (ту; + YrY j-itr + YitrYi-r 一 Yri) . 


F = -4 


一 S (Y Yii + Y jr Yir) 


T= 


— У (уну itr + Унет.) 


г == — 


着 以 CG 表示 由 gulis =” D, l; , K) 所 构成 的 天 十 1 阶 
JEF. H T 0 =< 4 — Gua Ж а == (nos н, 77, ик)" HEN 
H, GARE. 又 由 于 U, Buy ds ak oF (о, 4), 所 
以 其 特征 函数 plr) 一 Eet KAF ei, Re 一 1 ЖП, 

i + „ун? үт 
EUn Г e 双色 对 任意 的 K 十 工 维 向 量 a, Ee 一" 
KAF e-iw， 这 表明 ,随机 向 量 Cile 一 ra), ni, — ri), 
x 一 7x)) 的 特征 晃 数 收 襄 于 下 十 工 维 正 态 分 布 .4 人 0， 
G) 的 特征 函数 ,从 而 证 明了 随机 向 量 的 极限 分 布 为 СО, G). 

下 面 讨论 Hr x R AEA ARMAC, q) 序列 的 情况 ， 上 先 将 

ш, 写成 道 转 形 式 
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= yp B)58(B)a, = ФСВ Ya, 一 > 072, 


在 第 二 章 中 已 经 指出 过 ,| 加 | < ae (а, 表示 两 个 正常 数 )， 
给 定 正 整数 О, 暂 记 

= = фй» у: тт У фФуа,—-{» 0, == x, + у, 
TE x, И ТУРАП ЕНУ ЖЫЙ 2y БЇ 
уз Pipa O< K< Q 
в, >0 
raO) — yG) 一 2] арыф, 620 


у(х) = ril) 一 


о . 
> фина» k > Ü 
у+бху) w 4 ;i=max(0, Q—k+1) 


0› | k=<0 
RERA, rlo = ya, yay) =< уо, | Уху)? < уба) убу) = 
7» ВН K = 0 
Iray | < > CA lgl 2 = me >, Р (20А) 
j=0+1 


J=D+1 
== giete eka 3 9 6—25 /( ] — е2) == Ye 


类 但 地 :对 大 > 盖 0 
|улбху)| =< Maeke 


现在 ,把 p, 分 成 如 下 两 部 分 : 


т 
_ А 1 
Үд = Уһ — Y+ = > > ЛСР 一 та) 


f =1:. 


一 L > [ (x, + у.б, + уа) 一 Ya) 


# =1 


”一 LS [x za] 一 02) | 


# үз 
1 е 
+ = У (хуа + хаду H уйна Y+ + үң) 
= . 
== yal) + s,( Q) (2.24) 
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其 中 
FAC) = E) 一 Ya) = — D Grae т) 


п 
1 
s ,( 0) = — > [xpert Xay TF Yiyi — Yk + r] 
É = 1 


= 2 5 { [xY rk 一 y,(xy)] 


上 =1 


| + [ ХУ! 一 Y-+(zy)] + [угус 一 6221 
JH (2.5) 式 可 计算 出 


ig [E ym — ryd} 


п 


(Ех,узах,Узва — TYY) 


| 
Тш 
: M» 


一 一 = 2. (у. (z)y - (y) + уху) лаху 2) 


g 
= 1 У? y (z) y (y) + + > Yx (xy) уҳ-1бху) 
p 1 =1 一 未 


p=- 


+o (1) 
对 上 式 右边 前 两 项 求 和 值 ,可 分 别 作 以 下 全 算 : 


о 时 
P > y (w) (y) | == у > ly бу)! 
{=—0 一 一 二 


1 _ x _ 1 _ 
= — Y M үе 239 >; е1 = + М уе 220 
л 


{ = — ҹа 


&—1 
| S забута Gy) | <+ в 2) Пунба»)! 
1=1— 


к-1 
= 1 yoM e€ E o У) ect = 1 Me 
n 1 一 4 一 此 п 
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其 中 M 和 对 ,是 最 多 只 与 外 有 关 的 正常 数 , 按 向 样 和 的 办 法 可 估 
# (0 表达 式 中 其 余 两 项 的 方差 ,于 是 联合 可 得 


Е(=8(0) < 3 — L [Е PON 一 6790) 
+ Е РЭ) 一 6077 


+ Е [орн 一 GD] | 
< 二 M eraae 十 О (5) (2.25) 


яма RSRS k AAIS Q 3 n 无 关 ) 的 正常 数 . 
现在 ,我 们 利用 上 面 的 结果 来 证 明 ，w = o V n +, сс, 
я fx 的 联合 分 布 渐 近 于 正 态 AO, G). 依据 与 本 定理 的 前 一 
部 分 论证 相同 的 理由 ， 我 们 只 须 证 明 ， 对 任 给 的 天 十 1 维 向 量 
и = (баз, this tts ик) (K < 0)， 随 机 变量 


U, == S lu n + 
к= 0 
的 极限 分 布 为 A (0, аба). РА (2.24) K, АИД U, 分 为 两 项 
之 和 和: 
U, = Уау #0) + Tat) 


一 = V9) 十 VO) 
Жн (2.25) ЖАП 


BE(VAOP = пе (>) мок) У «к PECs 0)Y 


= nK (>: 4) тах ECE L O)Y = ce 9 十 o (4 L) (2.26) 


к= 
其 中 < 是 一 个 与 8 和 *# 都 无 关 的 正常 数 . 
ШЕЮ, в 为 任 一 正 实数 , 则 一 方面 育 
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PUU, < sh = PULO) + V,(0) < š) 
= P[U,(0) <š — V,( 0), IVO) < s) 
+ PIULO) EE- V,(0), PC) > е} 
= PLUL) Е + s) + P(|V,(0)| 2 6} 
另 一 方面 有 
PIULO) < Е — sy = PIU, — 7,0) < Е — e) 
= PU, <£ — s + VO), !V,(0)[ < s) 
+P[U, <; e + VCO IVC) 2 s) 
= PIU, < š) + PI |V,(0)] 22е} 
合并 两 式 即 得 | 
PUO) < Е -– в} — PIPO) 28) «РО, < E} 
<P[U,(0) <š + eY + PICO) 2 =} (2.27) 


F 
注意 х, = 之 ,biai-i 是 2 阶 纯 滑 动 平 均 序 列 ,因此 由 定理 证 明 的 
. imọ . 


前 一 部 分 ， 0,00) = > М ғ (9) 的 极限 分 布 是 NCO, ас 


= 0 
С(0)а), Жир GCO) É š fT РЈ 
800) = 2 (тнк) тн) + yi. T lE) 
¿= 0, I, ,tk 
也 就 是 说 , 当 п —* СО 时 ， 


. 1 
PVU, = — ms — 
(UKO) < E} >G) = е 


х { ee gh 
Жш (2.26) KA 
Р{\Р„СО)| 22 e) < EVAO)Y 
cC y l 


Ei 
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FR, n— o, xF (2.27) 式 两 边 分 别 取 下 极限 各 上 极限 ， RL TS 
到 以 下 的 不 等 式 : 


ФЕ e) — Se < imP[U, < E) < Em PEU, < E). 


F =a 52 


< Фо(# + s) + 67250. 
gt. 


其 中 吕 可 以 是 任意 大 的 正 整数 , в 可 以 是 任意 小 的 正 实 数 。 最 后 
在 上 式 中 先 令 9 一 co， 再 令 5 一 0， 即 得 

lim PÍ Us Е) = BE) 
其 由 plt) EER AJAO, wrGu) АЈВАЗ: 

1 š Tin 
Ф = “一 一 一 一 一 еза TH 
ч) м Iaw Ga | -= " 
而 6G 的 第 1 行 ;) 列 元 为 
gi 一 lim gz (0) 一 >: (тыта, F Tier itr) 
iy j= 0, у, K. 

鞋 此 全 部 证 明了 定理 . 

这 个 定理 的 结论 本 以 推广 到 非 正 态 ARMA 序列 的 情形 , Н 
假定 序列 <, 模型 中 的 白 噪 声 а, AARRE: Bed 一 oo。 这 
里 我 们 不 详细 讨论 了 . Е 

推论 。 设 w; ТЕРАН BBS PET, MBERE См n C 
— ro), Vn Qh у) t: > М ax 一 7k) 的 极限 分 布 为 .从 
(0, G), 其 中 | 


G= a 9), (Тк Жк Wr ёв бре) 
它 由 定理 1 直接 推 得 。 由 此 可 知 , WBS, V n r 一 y.) 
(4 = 0, 1, 2, єт) 为 相互 渐 近 独立 ， 


为 了 将 定理 3 中 关于 樟 本 协 方差 画 数 的 结果 应 用 于 样本 相关 
函数 ,我 们 还 需 以 下 引 理 ， 


. 291 + 


SiM 3. і x, 是 + 维 随 机 向 量 询 , 当 ww 一 оон, НУ Еж) 
收银 于 分 布 F(x); 又 设 随机 变量 列 у, 依 概 率 收 鳅 于 正常 数 2. 


那么 ， 随机 向 量 列 =s "的 分 布 收 化 于 分 布 F(x). 


和 证明. ЖЕ ЕЗИ, ХШ х= (ху, хх, `" "5 х,)* JE tE 
е ЫЕ Н (x, < x) 表示 集合 der < x, 16167}, 
其 中 Ti Ж х, 的 分 量 ， 于 是 


P |2 < x, ПЕЕ <р{& х. су} 
Ув Ул 


== < ж, lya — Ф| < s) +P (ly, — Ф| 2 e) 
| (2.28) 


0 зап, 
其 中 sgnx; {К x; 为 正 ,、 负 或 零 而 分 别 等 于 十 1, —1 k 0, XF I ® 
"ИВЕ, Д АТА Sok. 
F CCI + ЕП)х) = Р{ жх, < (bI + sx) 
Z= PI х, =< (BI + ЕП)х, b — ç < y, < Ë + s) 
= Р{х„ < y,x, |y, — b] < в} 
= pix, = (ë1 — Dæ, |у, — 5] =< s] 
22 F,((PI — sH)x) — Pl] y, — b| 22 8} 
以 此 代入 (2.28) 18 
FGI — еП)ж) — Р{\у„— 0 26) < P Í < 对 


ys 
< 了 CC + ЕП)х) 十 天 | 一 二 | Z є} 
注意 у, RART 2, F .Cx5 Ik Sk F Р(х), 由 此 有 
( — & <ç lim p 42 m " 
ЕС(РІ ЕП))х) Ба Р <=] < Em P (е < x] 
=< F(C5I + єП)х) 


v 292 = 


B e — 0 5 


F(x) = lim pP e < >| 


IREE, 
Е. FULARZ x, 的 分 布 收 雍 于 正 楚 分 布 (0, К), 


随机 变量 列 )。 依 概率 收 化 于 常数 4, 则 3 о РЕА 5 
# (o, ER). 


定理 4, 设 ш, жЕ АКМА 序列 ,pi НАН РАЎ. = 
P ЖЕНЕКЕ ЯНК, M= ao, 那么 W п д, ма ñ, 

> V ?本 的 联合 分 布 渐 近 于 玉 维 正 态 分布 AO, В), Ж в 
的 i 行 ; 列 元 素 为 


= s [pirrpire + рур Ч 2pipipr 


— LP C PiP iar + рур, )} Es} а 152,5, K (2.29) 
ВЕЕ (2.14) 式 中 955,2, 的 主 项 。 特别 当 ws 为 正 态 白 噪 声 序 列 
FI, B = 了. 

证 明 . 令 
£, = (na, .... М» рк) 

| С = (A n Fo, Von, `", Мп ўк) 
如 由 定理 3 知 , „йз ГЕ NO, С). УНЕ 1 知 ， 
对 任 给 的 正 数 8, H n — оо №, 


s — 1 pzm 2 S 1 
Р{ | Fa то] 26) < > EFi „21+ o (25) 


ЁП Po ARRAT yo。 另 一 方面 ,由 于 


_ _ $ y y „. 
бу == 6 — ру == LE 5А + L — УА „Та — р — 
Yo Ya To Yo Yo Fp 


所 以 
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š, 一 Нё, To 
其 中 互 是 如 下 的 K x (K + 1) Йй: 
—p 1 0 ++ O 


— ор Oe l feet 


因为 Но, 的 分 布 收 化 于 正 态 NO0, НЄН“), PAASA з 
的 推论 ， 即 知名 的 分 布 收敛 于 正 态 分 布 N (o, — нон"), W 


yú 
此 , B = Е 5GHr， 由 此 和 《2.22) 式 不 难 算 由 8 的 具体 表达 式 
《2.29)， | 
当 v 为 正 态 白 噪声 时 ,利用 (2.29) 式 , 容易 验证 B 一 1. € 


s 3. ІЕЕ ARMA 序列 的 分 布 密度 


正 态 АКМА РЕЈА TERRAN RN BW- po Ф, 5, 
Pri 6., Ois =>, 6, Ж оз 唯一 决定 ， 我 们 仍 采 用 第 二 章 里 引 人 的 
参数 向量 记号 : | . 
Pp = (Pis Pas "55, Peh Br = (O, as + 0,) 
В" 一 《9 0°), mr = СВ", cD 
t 3 Pq 3 Br 784859 У ЗЕ ВЕ ра ЖЕ X АЈ NI, ш, == Cas was 
-… Wo)” 的 概率 分 布 密度 为 | | 


рш, |В, oD) = (29) 7% М.1 еар | -EN G.D 
其 中 
$,C8) = WM „ш, 
M. = Гу) == (СЕ ш,и уг) 
由 于 w, 可 以 用 传递 形式 解 出 , 即 


ш, = p(BIO В Ja, == ФСВ)а, = > Фа. 
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ka (2 2= к) 

0, (2 < k) 
若 形式 好 记 p — 00 < 0), ШЕ * E TF k, 可 统一 表 

Барш, == rigs 
ЖАУ Sij =S nh, 5 ` | 
yii 一 Eww; = Os >, Pbiri-t 一 OF > i-bi (3.2) 
k=D jama 

由 此 便 得 到 


= 
Бако, == >; ф;Еака,-} k. 
= 0 


> Е(акш„)Е(акыу) = ar, 


t= 一 


从 而 有 
У! 2 = D) [Е(а іш.) 


Ё =— £ = о 


一 Ў) ФАГДЛЕ(акш„)уЕС(акил,)Г „1ш, 


== Г! У EC акш, ) ECan Taw. 
Å =— = | 
== cD TIT Tr um, == PWI W, 
= и, М W, = 5,08) (3.3) 
因此 ,我 们 在 本 书 中 常 称 S,(8) 为 平方 和 男 数 ， 
如 果 zo, 29 МАСо, Р) 序列 , Hj 


TORTOLON: (3.4) 


&=- 2+ 1 
如 果 w, 为 АКС», 0) 序列 ,我 们 还 可 以 进一步 求 出 s,(8) 一 
5.СФф) 的 解析 形式 . 为 此 ， 对 于 п 2» р» 令 


x r Ís Ü 
„* 0 * Ый `. 
1 AxA 1 / 9х" 


7 
(3.5) 
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于 是 依次 可 得 以 下 诸 式 : 


т 
Р.ш, === С His *"* э Wps "оду ***з dn 


= 


Et ut 0 
Р.С Еш мо P, = E(P,.zp un pr) 一 ( РР 
0 са Tn-py | 
мұ 0 
=? ( P 
0 Iin- 
M, 0 
M, = A Eww — РДМ" | )>, (3.6) 
Mp Ü 
5.Сф) = ШМ „ш, = илРЩ , ) pw, 


0 T 


п 


—w M io, + 2] Сов фа 8 фора) 


本 一 办 十 上 
(3.7) 
` T. = Ту ТЬ 
再 令 
(жү, оғ, * "`. 03)" == Шз = Т0, _ 
= (жаз р-у `'°% 0)" 
В wk — waan l = k п). HH е, ВЗЕН, 
T (Ex, OT, = Ew w) = Еш, 
于 是 
T.M ,T, = M, 
5.Сф) 一 上 


= ШМ ош У) (mË — pwa 一 — pk) 
& =P + 1 
| (3.8) 


其 中 uo? = (was Waas ts 06-р)". 由 此 可 知 ; 对 于 任意 *# 维 
向 量 w, 成 立 恒等式 


п 
А 
ж * 
zp M ә + > j (wykt 一 Фй’ - р  * * * — Фу „—-к-ър )? 
: k=P ез 


н 


== z, M уш, + У? (Сик — Фар *"* Petor-p) 


t£=#+L | 
(3.9) 
+ 296 * 


我 们 先 考虑 一 种 特殊 情况 ， 即 联 s 2р, wy = (ans ш, 
t-ta ру Ü, 0, `, 0), 这 时 ， Мр tr = (0, `". бу Wps Wps 
550). AERA (3.9) 式 并 移 项 可 得 


Wp M „шр, == 5 CIE 一 Ф 1802р „ы 7 %%% 
к= рад . 
ir 
1 1 
— rp-tttt1) 一 >) Cawg- Pitka 一 ”一 Фра ә) 
#=p+1 


注意 此 式 中 ы, = (o, fyy T "y юр)» ну == 0 (k > p). 暂 记 
p= 一 1]，。 上 式 久 可 按 如 下 方式 改写 : 


wh ш, 


> ) 2 
= Cpi 一 Pip- 77 СТ" Фе&е-1+ юы) 
jl 


š 
一 $ | (иль Wp Prw) 
{=1 


= > (> ион) - (> Pite- ‚| | 


i=] ==) =й 


== У} > Ф:Фф; pHi 一 арав) 


t t 
= > PiP > | (mr -ы+ г p-ti u Wp 


ijan k=1 
Р 市 十 了 рі 
=e У! Ф|, >? ti — >` аа) 
PEET) s=1+i у=р+1—{ 
P Р 
-E + S У loo, 21 em, 
TE í = P = Г Жан 1+ 
Ар Dy iyi «р УРА бтз; 
P 
一 > ) Е) 《注音 m, = 0, > р) 
r=b +1- 0 | 
Р Ф—# Ё і 
= `, P:P; > | АРЕН Ра > qip; > г, 
i р =Ü Tl É. j = Ü s=ġ+i-f 
ijp i {+ {>Р 


(3,10) 
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aa 一 一 -一 一 一 一 --… 一 


让 此 可 以 求 出 当 ос р В 5,(ф) АЈ 81020. 事实 上 ,由 
(3.7 ж (3.10) 式 | 


Sap) — wM уш» 十 >; (ал, 一 Pittga 一 一 Фей р)? 


k=p+1 


г. і =Ü = 
P pi 
— > | Ф:Ф; 一 
i j= 0 64=1+ j 
£ + =P 
了 i 
一 >` Ф.Ф; 5 | 00-100, 
j= ü r=p+i1-—I 
бкр P 
Р пі 
+ У! фар; >; ` S tU i=j 
fa 了 0 #=pP +L — 


í + j> n 三 种 情况 分 别 求 和 , 即 可 得 到 


Hi 
Slp) 一 > , ФИР; > | ft ы-у, 
ПЕ. 
j Tee 
Р т 
+ >; Ф.Ф; > fÜ qi f; 
i =0 一直 十 上 
p< i + im . 
F i 
一 PiP; > | ttipi- j EË r 
г, ў = 0 r=s=— +I 
"i +I 
Р n — Í 
= > | РФ; > | f ыр, 
у=ї+ү 


— > Фр; > Ш-Н, (3.11) 


р=я—1+1 
一 P w 


参照 (3.10) 式 ， ,可知 上 式 对 r >> p 都 成 立 . SEDM r> 2 PF, 
HT 0= Cr, ] == p> А '+})©2рчп, 所 以 上 式 右 边 第 二 求 


P 


和 项 >) 不 复 存在 ， 因 此 这 时 有 


+2 
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和 一 i 


F 
S,(@) = > PiP; >! f L if, 
TPT . 


r=1+; 
P я | 
== >; PP; ` - Wigi (3.12) 
бі =D f =1-- r +! - 
若 记 
m ¿ . 
daw У) maaa (05, рр) `: 
z=1+; | | 
则 {3.12) Мн] = СВЕЖ po 一 一 1). . 4 


Р Р 
Sp) = >; фир4 = de — 2 5 Ф daj 

ї,.}= 0 і=1 | О. 
+ >; Ф.у, п = 2p (3.13) 
(3.10), GIDA (3.12) 式 都 是 参数 pO = í < p) 的 二 次 型 
函数 。 此 外 ,还 可 以 给 出 5„(ф) 的 另 一 种 有 用 的 表达 式 . 为 此 ,我 
ТИЛЕ. z = 2р, wi = G, 0, 0) ЖА. (3.9) i, KASE 
Pi фә “= 0 Ci > 0), 于 是 可 得 ` 


P 

— — e 4 na ч J 

Wp M шр = >, Í Сар Pi р-р — "s". Prt р-н) 
[=з 


一 Сал 一 Фр 一 ”一 Фош, У) 


(ТЕЖ. w, = Ü, >p) 
£ 1 
Propria Y 一 (> pom, ) | 
tai 


-5 [( У P,- „=}- - (> 0) | | 


1=1 z=] 


-LŽ 


i=l +1 


(注音 P= Prsi = 0, ; > 0) 


F 
= > не, > (ф,-›ы-—1Ф;-ры-1 一 Poa- ы фр— ы) 


їз 1 


- P 了 .一 
== > U tt, ( У! ` Pi P +i; 


icemar ғ — t 


{99+ 


min(p,P i r— zy 


— > — ) 
беря +1 


я É 2 


ЕД і r=maž ғ — i} 


minis- p—t) 
( Tu Piq z— 


minip р) 


— >, Рн) | (3.14) 


#mmax(r, pt tl) 


З н REER М, B е $T z 列 元 ,由 上 式 有 


ті.) тпр р) 
Р) 
аФ == > | Ф:Ф;+:-5 一 > ; Pi Pitia (3.15) 
iamar lised) 一 


对 于 л> p, H (3.7) 式 可 知 
EM „0, = Sal) — WM ьш 


+ >` Салк — фиш», 一 
#=р+1 


я А 
ы t, M иш), + > (. > TA 


k=pP+3 =k- P 


= ЫМ ptp + 5 У i Pki, 


&wb+1 rmk р 


== щу, М pp + У! з PEP 0, 


k=pbp+1 #.r=1 


Gi 中 -一 Фры == Ü ; > 0) 


п я” 
== z, M „шь + > | Фр, > | Di 
£, f =1 Ф жр] 
ті mintm—r p, ttr 
= zD, M „ар, + 5 ts > | Fit 
f, =] #=плах{р-+1—,ф,л-=т} 
(3.16) 


四 此 式 可 以 得 到 M.C > p) 的 诸 元 л" 的 表达 式 : 


, mintg—#sp p+.) 
т 十 | Pipi LEs рр 


,=pP-+1-— E 
mpd 
тїптєє} P Frer) 


! Ф ыз, p < max (s, t) л 
газ гпах( р ti-i, г} 
(3.17) 
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从 而 也 就 获得 了 AR (p, 0) 序列 w ЈАН ЗЕРЕ Г, 之 道 ry 
T3 M „ЖКУ, 这 是 丁 的 一 个 附带 收获 . (3.17) 式 还 告诉 我 
们 , 当 lel > p BJ, T;! CR M) BS s $f z Јо, 而 其 
余 元 都 是 (0 < ; < p) НО ИЯК, 

H P, 的 定义 《 苑 《3.5) 式 ) 易 知 其 行列 式 [Р,| = 1， 于 是 由 
(3.6) 式 可 知 

[Mal = [Phl] M, l]P,l = |M Il, ас р 

到 些 为止， 我 们 己 将 对 应 于 AR (р, 0) 序列 中 邓 。 的 性 质 分 析 清 
i HRE T So 的 具体 表达 式 ， 这 样 ，tw, 的 分 布 密度 函数 
和 相应 的 对 数 似 然 函数 也 就 有 了 请 楚 的 表示 : 


pw, p> о) = (2a) #| Meldexp| — 5 


е2). (3.18) 


іф, аз|а0,) 一 一 — log 2x — Z лоро? — log |м, | +52692) 


(3.19) 
其 中 M, 和 S,Çe) 的 表达 式 分 别 见 (3.15) 式 和 《3.11)( 或 (3.12)) 
w. 
下 面 我 们 来 讨论 一 般 的 ARMA 序列 的 分 布 密度 函数 ， 假定 
w, 是 正 态 ARMA (р, 4) В, 
PLB Jw: 一 OCB Ja, 
由 此 可 以 将 ar(l1 =< k =< n) 依次 表 成 аб—я4-+-1<р0) 和 
w —p + 1 =< k < n) 的 线性 关系 式 : | 
g, == йл Фо +++ — Фра + буа + o + бӨ„а,_„ 
g; = z, 一 фин — -一 Феш,—р + 0a, + + + Oa se 
= z, — (p, Ow — Сф, + 8p Jwa 一 
一 (Pp 十 Opp-1) sp 一 ppw-s + (@ 十 Ө, Jaa 
+ (@,9, + б,)а-, + --- + (6.0 
+ б„)ўа,-« + 0,8.4,-4 


记 
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@.. = (ал: Fatis `°*» ао)" 
С. = ETE appas * end 
E = (ap, Wh) 


а, = Cass dis ` * * y aa)" 


ш, E (иу Way гую) 
W] БАУ 3 35k X. B] E H 
T == XE + Г.ш, (3.20) 


其 中 Xe 和 工 ,分别 为 n X (p + 4) I zX n MER, 它们 是 由 
上 面 诸 式 中 的 系数 决定 的 ,其 元 为 9 M Ө ОРАК, {ЕЗИ L, ДЕА} Н 
线 元 全 等 于 1 的 下 三 和 衣 阵 《因而 是 可 逆 阵 ), 此 外 ， 我 们 并 不 详细 
”推导 它们 的 其 体形 式 ， 由 (3.20) 式 可 知 ， | 

ш, = L; (ag, 一 Xd) (3.21) 
对 于 式 中 诸 随 机 着 ， 在 已 知 w, 的 条 件 下 分 别 求 它们 的 最 小 方差 
估计 ,可 得 


w, = Lâ, — Х.Ё) (3.22) 
其 中 
а, = Е(а,|ш,), Ë — ESIw,) 
ж 3 ја 
0 = -L EEE, Н (3.21) ЯП E 5 a, 的 相互 独立 性 ,并 


с? | 
ТЕ И ЕРЕ ЖИЛ ДА, CG BDA 
сМ, = [Eww] — [EL (а, — XE). 
(а, — EXD LE 
一 oP [LIC + X QXP) 1L,] 
= oz LUI — X, O + XIX AXSI, (3.23) 
由 此 并 利用 《3.21) 式 和 最 小 方差 估计 的 性 质 , 可 得 
£ = (Etur)( Eur) la, 
= ГЕ Са, — EX La ] E, wi) ap, ` 
一 ОХЕ LI — X.( 0-1 + ХХ.) ХУ), 
一 001 一 X XQ +H ХХ») ХА. „юр, 
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М F... u ын 


ča —(0{07'+ ХХ, — XLX KOT + XIXn) XSL uB, 
= —(0 + XX, УХ, (3.24) 
类 似 地 有 
а, = [1 — XO + XIX Х.Е, 
将 (3.22) 式 代 人 (3.24) 式 。 并 以 【8 + XXD ЭЗЕ ШӘ, Н 
(0 + XIX Ê = — XIL, Li (å, — х„Ё) 
一 — Xå, + XLX, E 
于 是 
QÊ = — х8, BHD ёх„=—{ о} (3.25) 
最 后 ,联合 使 用 (3.22), (3.23) A (3.25) 式 , 即 得 
5.08) = whM „ш, 
= (å; ВХ — X C0 + XIX XL ]L W, 
= (8: 一 ЁХ:)а, — td, + ОЁ 


(071 os Ë | 
= (fF, а) (5 1) (2) 06326) 
Е НКАУ ЕНУ Ноў, BAR A E 
4 = (2 9 
An An 
中 ,于 阵 А, 和 Ax 可 逆 , 则 行列 式 
{4р а |А lá 一 Anada dal = EM | Аһ 一 A, An Anl 
(3.27) 


取 À, = L,, Aa = 07, An = X, An = —X', P% 
ОТ, + X,0X5I = |O + хх, | 
XA (3.23) 式 的 由 间 关 系 式 可 知 
[Mal = (Lal |? + XOX Ls| ~ lí + х„ох |! 
其 中 由 于 工 。 是 对 角 线 元 多 等 于 1 的 下 三 角 阵 ， 所 以 | 工 ,| 一 1. 
再 利用 前 一 式 即 得 


_ O| 
м. LOT! + ХХ, | (228) 


这 样 一 来 ，ARMA (р, 4) 正 态 序列 的 分 布 密度 函数 和 对 数 似 然 
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函数 分 别 可 以 写成 


ТЕ" 
pG, | B, ez) = (2я01) ? 10| 


[07 + ХХ, 
` exp {— зөт (607 + &A,)| (3.29) 


КВ, в\ш„) = — Z log 2e — 1. [oao — Jog 1074 


+ log | 0-1 + ХХ, | + = (078 十 а, (3.30) 
根据 (33) 式 又 知 | | | 
Ёо = > а= > [Е(а,|ш„)]? . (3.31) 
Ё =— 


$ m=— = 


HET Ез ЕЖЕ ӨЕП). ` 
现在 补充 说明 Q = 三 ЕЕЕ ETAR, ШОКА, DAIO = 


0， 即 存在 非 全 为 零 的 实数 组 (А, А, tts Apis Hos Mis "°". 
Fg) 使 的 
Ао 十 Aitea + ++ + Дра 
= полу T дүй, T+ + А gh 
由 于 o, 和 a, ЗЕТЕ РЕ У, 所 以 , 事实 上 对 任意 的 r, 都 有 
М, + hi 二 pt 


== рой, 十 Haa + + + фы б-а 
Р-1 4—1 

或 者 令 AB) = УАВ, (В) = 2 н, 上 式 又 可 写 做 
1=0 j=0 


ACB ш, == uC B )a, | | 
HIT а, EBRE Y AA (45 дут А-а) 不 能 全 部 为 零 , 否 
则 必然 ро, o t peg BERAE IAS L pj(0 所 i 竺 pp 一 1， 
0 =; = 4— 1) 不 全 为 零 的 假定 不 符 . hier m, A) 为 非 零 
HISIA. XATT w АКМА 序列 ， 满 足 p( B Jw; = ӨС Ва, 
所 以 
A(B)0(B)a, == g(B YACB Jw; = p(B pP (B )а, 
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由 此 可 知 A(B8)8(B8)== CBP) 由 于 (8) РТ, 
Вв) жа Л, 而 两 组 根 中 又 没有 公共 的 很 , 因此 这 个 恒等式 表 
BH ACE) -5 (8) АЕК УЕ Юй, 6(B) 与 nCB) 的 要 也 必须 
Teg, REATI УЗЕ 510050 ЛСВ) ЕНН р— 1 
ЛШ CPE), 这 就 用 反 证 法 证 明了 吕 的 可 闭 性 . 

从 前 面 已 经 知道 ,对 于 AR (р, 0) FFH n 22 p hh. Mi= 
|M 因此 ， 它 与 # 无关 ; 但 是 ， 对 于 一 般 的 АКМА 序列 ， 
м, = LOI O + хах, 通常 与 有关 ， 而 且 这 时 我 们 给 
ЖШ M, 的 元 的 一 般 表达 式 ， 下 面 我 们 来 证 明 1M ,| 有 非 零 的 上 
下 界 , 这 人 姓 质 以 后 将 要 用 到 ， 

SIB, ж A, B 都 是 对 称 正 定 阵 , 而 且 4 =< B, А |4 所 
РВ |, 

证 明 . 因为 4，B 都 是 正定 条 ,内 以 必 存 在 可 逆 阵 P, Е РАР 
为 单位 阵 ，P'BP ЗЕ. 由 4 = B 8] PAP < PBP, ШКХ 
时 有 1 = [PAP] < |P'BP|. 于 是 lal — [Р < PPBP] 
= |p|] PB] = IB |. | 

定理 1. # о, JER ARMA 序列 ,那么 存在 一 个 与 参数 有 关 
而 与 # 无 美的 正 数 Co 使 得 对 一 切 r, 


ОТ! 
== л = . = . 
0о< С, |M.| Оз +] 1 (3.32) 


HEHH, 在 (3.20) AH, FF >l Hy te == Ü (5 = 1), 嵌入 应 的 


а, 29 
а, — Х„Ё + Lw, = X ,š (3.33) 
市 a, 的 分 量 a, ле, 
ak 一 一 有 et- + 


ey k> 1 FEM 2 p+ 1 时 ,由 于 取 w, — 0, 所 
以 有 

ак = ал. + бак + А б, 22р 1 (3.34) 
ЫН а ptl) 是 齐 次 差分 方程 б(Вуа,—=0 的 解 . 出 于 
6( B) 的 根 都 在 单位 加 外 ,由 姜 分 方程 的 稳定 性 理论 可 知 ，m 与 初 
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i 


一 rr 一 


始 信 《ep p13 ` "5 apgr) = y ZBE F AK 35328: 
ak < K Orn) 
其 中 和 fl: (06 0( B) 的 根 而 确定 的 与 和 和 看 无 关 的 正常 数 , 而 
E oce < 1， 再 由 (3.20) АЕ НА, 和 站 有 线性 关系 ， 
Br DJ, Ес 
ар КЖЕ 
于 是 ,由 (3.33) 式 :, 对 任意 的 š 各 зу 
#"ХЬХ„Ё == аа, 一 > sË < КҮК, > юч) 


< KKAEE) > pèt m KCEE) 


ВЕТ ЈЕ Е К, ENEM n, 
ХХ, < Koal pya 
再 由 引 理 即 知 
1074 < |07 十 хух,| < |0 1 + КМ») = K, < oo 
于 是 便 证 明了 ; 对 任何 n, 
> |м„| 01 >10 co 


|O! + XsX,l К, 
HBH 《3.32) 式 .由 此 可 得 
0 > IJog [对 | 22 log C, = — CG, > — со (3.35) 


其 中 C,— 一 log C1 > 9， 此 式 说 阴 Пов |M。|| 亦 有 界 . 
下 面 我 们 还 将 证 明 |008 Ма 对 = 而 训 也 有 界 * 这 一 性 质 
也 是 今后 要 用 到 的 . Е 


定理 2&. 在 与 定理 1 相同 的 条 件 下 ， 必 有 常数 C0), 818 
对 一 切 п, 


argital] < C, (3.36) 


证 由 ,如同 在 定理 工 的 证 明 中 那样 ,在 《3.207) 209 w, = 
0， 于 是 成 立 (3.33) 和 《3.34) 式 ， 现 在 对 这 些 公式 求 偏 导数 ; 
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да, 8X。 (3.37) 


др, Әв, 
9, даз; +... +Ó Bai-s 
дё, “ 88; 
_Өа, _ 当 pm ФК 2р1 (3.38) 


ӘЗ, ĝar- ar-a 
É ag; + 6.2202 “Вз +--+ 6а 
当 й; = Â; 22р +1 
若 记 ¿p = r WEERA 
Ө(Ву — 0, k>=p+i (3.39) 
若 记 д0 = Be 则 由 上 式 知 | 
| өс вуду = &—}, k= p> +1 
或 者 进一步 有 
PBA 一 0(B Jap; — ФВ), ;, k= p +1 
MARE wW, ~= 0, 所 以 
FCB JP = 0, AÁ = p+ 1+ j (3.403 


再 注意 到 , 专 是 自由 的 p 十 AAE, 所 以 r. 0， 因 此 知 每 


个 SC + <<) BE E ELTS 这 样 一 
来 ， 依 定理 1 中 对 称 阵 XIX, 有 界 的 同样 论证 方 污 ,可 以 证 明 
r: о/р) EAR. 从 而 存在 正常 数 到 ,使 得 对 
任意 的 ,同时 成 立 


XX, = КІ, 一 -一 


由 此 还 可 推 得 
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‚Ө т == ах, | т ӘХ, 

+ gg Ох) + ( РХ, + X: 2а) 
Әх, ӘХ 
Әв, O8, 

最 后 ， 利 用 行列 式 的 微分 公式 《于 [20]): 设 4 是 依赖 于 * 的 方 
FF, ШЇ 


=< XIX, + Оля Iia SÇ IK lets (3.42) 


14| 一 м [а] 


可 知 
ð _ _ 
— log |М, = {о t| 一 log | 0-1 + ХХ, [1 
az VE Mal = 22. Пов |0| — Ieg 10 | 
= |0! 部 |07 — 197 + хах, 7-2. о. 10+ XoX,l 
-ea | — osa xoa 8 а) 
于 是 ,由 (3.41) Яп (3.42) 式 ， 


[эк = [0 22| 


+ Í a + XX 0" + xixa) || 


= Күй + 3Ku (Q + XXT =с 4Ku Q = С, 
从 而 证 明了 定理 2 . 
ТЕЖ, ШШ ЛЕ 1 和 定理 2 还 可 推 知 


маа, ө, 
ӨР, | |м. Parl. | < |Ë em] <c, 
(3.43) 
§ 4. ARMA ЯЕ БЕ 
一 、 信 息 阵 的 定义 与 Cramer-Rao 不 等 式 


设 w, 为 平稳 随机 序列 , 其 分 布 律 依 赖 于 + 维 参 数 向 量 В, 比 
WEA АКМА 序列 的 分 布 律 就 是 一 例 ， 我 们 仍 以 во, 表示 过 程 
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w 的 一 ВНЖ, На IRAE DIA Аата Е 
然 函 数 
(Віш, = 20018) Сабаа) 

Pw) = 1оң1-С@|ф„) = logplw, 18) (4.2) 
其 中 p(w, |8) 是 w watt w 的 联合 分 布 密度 通 数 ， 在 本 
节 讨 论 中 , 凡是 食 义 不 致 混淆 的 地 方 , 我 们 用 简写 记号 区 了 ) 2 
LCB), LIRIK KBizos》 或 LCB1ws)、 另 外 ， 为 于 明确 起 见 
有 时 还 采用 带 下 标的 求 均值 记号 


ED = {fw pls ГУР 


表示 对 参数 为 8 时 的 分 布 密度 求 Kw。》 的 均值 ， 而 记号 dw, E 
de, dro ` * ° dw, 的 缩写 ， 对 于 上 述 的 平稳 序列 , 如 果 以 下 的 均值 
存在 ， 
= 98|.) Plwy 
JP) = в, | PE d be | (4.3) 


则 称 J.C8) 为 信息 阵 , 其 中 
Bt үа OL өм 
98 = Саг’ Эй,” әк.) 
Bi =( ә ü ... а 
28" Әр, Bf” ” Әв, 


容易 看 出 ,信息 阵 是 非 负 定 的 7 阶 方 阵 . 

定理 1. 设 平稳 序列 w, 的 任何 有 限 纵 分 布 者 具有 分 布 密度 
而 且 以 记 为 其 真实 参数 . 又 设 基于 样本 慎 wo 的 估计 量 =P(w。) 
是 印 的 无 偏 估 计 . 如 果 在 B = B° 处 ,以 下 条 件 成 立 : 


TBP) > 0 | | (AA) 
е4 Наро.) _— 一 0 | | i (4.5) 
ЕВ|#Сш„) (22.2), | — 1, (4.6) 


кав (Fr) AR gg 在 6 — ВАК, А, 


0 


заш) = ErCB — BYOB PY 2 U (4.7) 
ШЕЯ. HEIR z 维 向 是 和 名, 由 Schwarz 不 等 式 | 
{eE — в9(-27. эвг),6 引 вите #8 ву 


О х вис (-81 е), (2. АЗ! 


HAA ODAR M 6) 式 , 可 知 上 式 左 端 等 于 (ET, MANS 
T СЕС Е) [gr J. C89 t). 由 于 志和 是 任意 的 ， 特别 取 
¿€ = E, араа 。 
{Er [IBY < Садә -+ #8 
中 此 立刻 得 到 (4.7) 式 ， 定 理 得 证 ， 
СЕ) 武 称 为 多 维 的 Cramer Rao KER. 


Ez. HT — 
SFT 1 PLG m. ) 
Е, -laS ET: рш, | B)du, 
- |2006 wl Ê) ш, 


所 以 , ЖИЕ p — В, Ж, лана ов зева, 
则 条 件 (4.5) 式 便 能 成 立 (注意 | рио, | B)ao, = 1), 
єз. 又 由 于 
s |£] ~ |B э тору 10024 
| -f8 Prem В) dos 
ш В В њъхкикетьяенио чз, 则 条 件 
(+5) 式 便 能 成 立 ,因为 这 时 


[А SE aw, = a0 (Bw pw, Bwn = „9 В —1, 


жа. ия экиде) 或 #сш„у 人 的 各 分 量 在 
印 的 某 个 邻 城内 对 于 w, 为 一 致 可 积 《 一 个 方便 的 充分 条 件 是 : 
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名 们 的 绝对 值 小 于 一 个 与 有 无关 的 可 积 痪 数 ) 那 么 注 2 或 往 3. 中 
所 说 的 微分 和 积分 运算 次 序 便 可 以 交换 ， 因 而 (4.5) 或 : ч) A 
WA. 


注 5。 如 果 二 阶 导数 эы, FERH R makas 十 内 


对 于 到 为 一 到 可 积 ( 同 样 , 一 个 方便 的 充分 条 件 是 : 它 的 所 有 元 
的 移 对 信 小 于 一 个 与 如 无 关 的 可 积 图 数 放 那么 对 任意 的 ! l&i, 
IS +5 


pi Bh) -|-5- 5 ] TTET кел 1804, Е 


98,98, 
=| 3 1 _. pw, | о. 
CAC 2 ичи Б 
2 pG, ô$; 
+Í Ә?рСш,\В) gy = -| able > 81( B few) 
98, 88; ðf; 
грба, dw, + Fs | ери, | 
= е, |21081) ac gw.) 
‚ 28 


于 是 我 们 得 到 


— p 18%8|ш,) 
IAP) maara apap ] О] ~ (4.8) 


根据 定理 1 和 各 条 注解 ， 我 们 来 讨论 正 态 ARMA 序列 的 信 
息 阵 的 一 般 性 质 . 
设 序列 礼 型 为 “ - i Е 
Ф( В уш, — ӨСВ Ja, 
— | pia 1062) [3 
Ye d, K * Tople аур 


-Ta zk LAESA CD J, 
2 Pina p (z) фб) ба. 
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А. 


y, 是 参数 p 和 日 的 连续 函数 ， 由 于 р (е) 的 根 都 在 瘦 位 图 外 ， 易 

知 这 时 前 面 注 + 和 注 5 中 所 说 的 积分 微分 换 序 的 充分 条 件 成 立 ， 

所 以 有 

дуу ш а? gt lti zt + 24—177 (=) -гул» 
> 中 PEPES, OCOL d 

дү, „OG z&—i*;jg( zi + 201-102) 

80; 2i È aes plz!) d 
由 此 可 见 ， 在 上 的 平稳 域内 ，7 的 一 阶 偏 导 数 仍 是 8 的 连续 泣 
数 ， 类 似 地 可 以 证 明 , 7 的 其 它 各 院 导数 也 存在 而 且 关 于 8 为 过 
#. 由 附录 53, 正 态 ARMA 序列 的 分 布 密度 函数 和 对 数 似 然 函 
数 分 别 为 《 见 附录 $3 (3. 183, (3.19) 式 ) 


pws 18, 02) = (2207) "| М„|%ехр {—<#} 


КВ, оз\ш„) 一 — 7 log2r — 1. {ново — tog |М.) 


1 
+ z 5„‹В) | | (4.95 
其 中 M, = (К Eu, ) 一 AT 
用 矩阵 微分 会 式 《 见 [20]> 可 知 
ðM., = — ам! = -— ==7 ər ӨГ, . 
Be Мәр Mr Mag Me (19) 
ð . = .“” t m —s;yt Әг, 
Bp <Р) Эк {чш М „ш„) | 0: WM a 82, M „0, 
(4.11) 
_ i эм tt ам! 
as; ez lM, ‚| r (u; SMa) ( ав; м.) 
一 一 om ‚(в M.) (4.12) 


其 中 ЭТ» сЕ 的 元 都 是 700 < k =< s — 1) 关于 pi 的 偏 导 数 , 而 前 


面 已 证 明了 ST р TELER, 所 以 以 上 三 式 的 俩 导数 都 存在 且 连 


+ 312 a 


Ж. Хито, 是 正太 分 布 的 , 因此 ，Es 0300) 和 g, SSD 
Ё 2 


| х0. 必 存在 ， 于 是 由 《4.9) 式 易 见 ,对 于 正 态 ARMA 序列 


më, ЛВ) 一 Es (29 өр) BFE, 
另外 ,容易 求 出 
Sew 8.9) L (м |! lM Ad _ 1 8s 2) 
88, 2 ” в, Е Әв; | 
- pn, В, с?) 
шь fo a L fim, ® Ml 1 895,08) ‚1 
88, Әр, 2 piDp оа Өр, 0, 2 
(м. |- OlM, 21м. ү 1 Əs,( } 
дв, 98; ta дв, 
95802) _ IMa) 8|M,] ƏS P) 
др; 203 ӨВ, 08, 
95,08) ам, AN ， 
+ ӘР РЫМ сш, |8,02) 


由 乎 是 有 的 连续 毅 数 ,而 在 附录 好 3 中 又 已 证 明了 1 大 | M |0, 
MAE 合 的 一 个 适当 的 争 城 内 必 满 足 M. > sf。 于 是 有 
5.08) == WM ли, > EWW, | 
дт, Pri ; А , 
又 由 于 Be Ән ӘР, (1<¿,;j=< r) 都 是 的 连续 函数 ， 从 而 


BM, SM, 也 都 连 续 ( 见 (4.10) 式 ), 故 在 上 述 邻 域内 都 有 界 . 
Әв, 68,0p; 
因此 存在 正常 数 K. 使 当 在 邻 域内 时 ， 

Еак < К„илуш,, ЕЕ] < K, W, Ww, 


В, дв; 


但 此 时 
K.wysa, pÚ, | В, oD) < К„шюую„(2хо1у-"ЗеС 总 5。 


E T 
— La 


KA wow F pw, B, E) < Kanta, Pr e ыз "тт 
上 两 式 右边 都 是 与 有 无 关 的 eo, TRER SI D piska ia В ФЕ 
p, 的 某 个 邻 域内 时 是 一 致 可 积 的 ‚віла, элг. В), 


Врба. 0 作为 w, ЕЗЕР В 为 一 致 可 积 . тан 理 


1 的 注 4 和 注 5 FER ARMA 序列 , 《4.5) 式 成 立 ， 且 其 信 
Бран (4.8) 式 表 出 ， 用 上 述 类 似 的 推论 , 还 可 以 证 明 Jp) 
的 连续 性 积 可 微 性 . | 

=, ЕЖ АК 序列 的 大 样本 信息 降 а 


按照 以 前 的 记号 ， PEK AR 序列 的 参数 向 重 为 a = (p. 
аї), Hoti AR 


| _ _ =. E EA CDN 
баю, вза) = pCi, |а) = (хау е? |a, ite ЭФ?) 
ilal w,) = log pw, |а) = 2 [n log 2я + z log а] 


_ S,( 
log | M,| + L) О, 


其 中 Ms 一 огу 一 oK Ew). KERR $3 TA, Mo 的 诸 
元 是 的 二 次 型 函数 , 且 当 i> 2р 时 有 
Se) — Ў дарр С фе 1) (4.13) 


d; = Ар 一 У Н.а э К =< i, ; < P) : (414) 
ут1+] ЕЕ 
由 此 可 得 | | 
8; ооп 5.(ф) 
一 —— + — 4.15 
дї 30 20 (4-15a) 
8: 1 8 1 < 
-org 一 二 фаз (1 = ; = 4.15b2 
дф, z др; оң | ?| а >; = FEJ . £ .. a КЕ Р) К 1 b; 
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-一 一 一 一 -一 .一 A. III. .. ае 


-A e, Tri —— 


ч a п 5,0) (4.15с) 


Drbe 221 a 
СИ. 1 ё 1 
一 一 -一 一 一 一- 一 一 1 M + — 4; з 1& * < 
Ӧф,Әф;. `2 ӨфрӨф; og | Ml a” Ç эз Р) 
(4.154} 
Ol і <Ç 1 / ði 1 8 . ) 
= — 工 了 一 一 | 一 一 二 -JIog|M 
889, оќ 2; Ni о (ae 2 Әф, og |M! 
(l =< ;=% p) (4.15е) 


依 前 一 小 节 的 论述 ， 对 于 正 态 ARMA 序列 , (4.5) ЯП (4.8) 式 


部 成 立 , 依 此 及 (4.154) 式 可 得 | 
ES p) = па? (4.16) 


fk (4.14) 式 和 (4.15b) 又 得 (注意 > Фу 0, i 21) 


Ей; = (n — i — D Yi (1 = Is 1 = р) (4.17а) 


р, 8 iM! 一 2om S 1 (5 — i — Piri 


i= 0 
一 --20;* 5 TPIT i} {4:17b) 
j=1 
再 由 (4.15c), (4.154), Ж (4.15е) 可 得 
д? п 
— E, — шы 4.18 
бод: Žo Oo ( . a) 
821 1 82 r Fi | 
— E, == — — 1 м +Ë — ,- 
öp Ap; 2 Әф;ӘӨф log | ?| 一 ! 
(таш: j< Р) | (4.18) 
а! 1 8 IÑ. 
т Ба zga T TNG 1 M == 一 у; 
до? Әф; 202 Әр, og | M yl = 2; Ip T; ji 
(1 <: < р) (4.18c) 


Д Е= Т Ј,Са) 庄 元 的 明确 公式 ， 当 #* 很 大 时 ，J “а) 的 
渐 近 公式 也 可 由 它们 得 到 , 即 
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Ooo 一- 


f Ó 
Jila) == ar a) + OCI) (4.19) 
я 20? 


这 里 的 O(1) 表示 与 + 无 关 的 p 十 1 AEE BERADA 
Н, 7 ХИА, 


re 
(4.20) 
其 中 (+) 表示 一 个 p 十 1 BEBE, 当 # — оо 时 , 它 的 诸 元 是 


比 二 更 高 阶 的 无 穷 小 量 ，M; 的 表达 式 由 本 附录 53 0 (3.15) 式 
给 出 . 
例如 ，ARC1, 0) 序列 的 信息 阵 之 逆 为 
Je 一 上 (1 一 中 8) 上 +o( 二 (421) 
(a) 7 Я 20“ (2) 


AR(2, 0) 序列 的 信息 阵 之 逆 为 


Ц 


1 一 Ф: —p (1 + Ф.) 0 
om {ша +) 1 一 Фі 0 + (21) 


Ü 0 2@ 


=. ЕЖ ARMA 序列 的 大 样本 信息 阵 


关于 一 般 正 态 ARMAC, 4) 序列 o, 的 信息 阵 ， 其 表达 式 没 
有 AR 序列 那样 简单 .在 下 面 的 讨论 中 。 我 们 暂时 先 把 o w kE, 
知 量 ， 而 设 w 的 分 布 律 依赖 于 某 参数 向 量 B。 由 本 附录 83 的 
(3.30) Ko В 的 对 数 似 然 函数 为 | 
KElw,) = — 1 {з log2r + nlogot — 108) +, 5,(В)} 
Ta 
(4.23) 
其 中 


a З]Б a 


ОЁ) = ок!М„|, 5,08) = а,м.ш, 


p(T ВА 1 AT. 
A (4.12) EJH] 


z, (88 


出 微分 
s) Eo (а, бм Өм». > o.) = z D ҖЕ тү. - 


一 tr (Be J 一 ои ( з мә) 


== = = „> 8}, 
Bg ez | M.I % эв. 


(4.24) 
又 由 本 附录 (2.5) 式 和 赣 矩 阵 微分 公式 《4.10) 知 


85, 25.) т SM, )( т ƏM, ) 
= Е я я F п 
92; Әв, 16 Эв, AP 4 


; Әв; 
ы Ән? дд” 
кш 5 ЙМ MPa к ts 


k riei i =1 88, 88; 
r др 


Өн? ғ К 
£ С Fr 十 Yh —_t + Yh) 
kaipi tm) 88, дв; 


一 = 人 (BT) +2. (Мег үл г.) 
-е}$ Ble о. (u, Ər, ү, Әг, 


Әв; Öp; сәв) «з 
于 是 由 (зу, (4.24), (425) 三 式 得 | 


ð B _lpf1 8s。 Bl 
„(92 a) 4 в, 88, өр") О. 
(2 s, -h)a LA к, (as Bs, 
а 98; Әй, 4 0 в, TA 
Әһ 911 al y Sr, „ IEn 
98. a i t (м, 98. M, Өр.) (4.26) 
现在 , 具体 取 参 数 P 一 《9 人, 人)， 为 进一步 估算 (4.26) 式 , 需 
要 计算 G< <+ д. 注意 , 若 表 


s 817 ° 


—-— тту wre 


: == ta), s 0: ^ К 4.27 
у = 2 ДЫ БОБ = >, деа (4.27) 


则 由 前 面 (4.8) 式 到 C4.9) 式 之 间 的 推导 ， 
ÖY: or p(s) + zF Tip (e). GOH ede 
Өф, 2rid le 1. (ф(а) pl F CC 
< of atti -t-i JOLE da 
mE p (=) + E) ф (=)ф(= 1) 


(и) ЖК "—t, gtis Ө(=)0(=-1) 1) dz 
~ = $... > P ( + ) en Pls) pba) 


2а; 


= x` p™ (тыны + Y С, 1 = j =< | | (4.28) 


ж Йй 
Ес L -f 209100272) + zt ige) 
Ө; Zai J lse plejple™™) 
L Р st ei LOC | 
Ig J lil (55 + е) PPG) de 


= -5 (уды + Ys-j- Шур (< ;< < 4 `: (4.29) 


M = ü 


将 44.28) 式 代 人 (4.26) 式 的 右边 * 即 得 ,对 1 << i, j < p. 


‚( ði 91 21). 1 х ps” дт,,-., р“) Yr- 
~N no 
Әф; Әф; Әф, Әр; 


4 
20а рз 


> мй [D 0 Саа ари 


201 Fs 21 “=й 
(5 фб) тн + ач) 
в = 1 


оя 
Yt) (s) 
3 “opt > ө, Ёз, С Ysatitr 


Ta mi, =й] fi "Гу, fgs =з 


+ Т-А Y ni + Tree 


+ у РИНО G., 30) 
我 们 分 别 计算 上 式 中 的 四 项 求 和 ， 以 第 一 项 为 例 ， 并 且 又 将 它 分 
成 以 下 四 个 部 分 : 
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в. т . .. . 
Si Ç ) > | (m) ба) : | ' 
Pp” р ” ГЭРА ТУРД у, zry titu У-и 


#, t=) гарт (>F =l 
Ш - ` . 
«= У фф! ( У. 十 У + 
к, e= ++ к=п rti исе гуа 841 
ta >i- rpi r lee 了 3 一 tel 
m - .. 
s m . У | Се) 
十 ) p trr Yai i-r) Ya tita- ËD h ` `. 
т Н mt d ml sil 
Tie | | а. бузса s O 
= S, + S, + s, + S, (4.31) 


ТЕРЕНА SEPDI. КА ЗІЛ, А-0 ЗВАО ЗЕ ЗС, 首先 由 于 M.— 
“Го, 所 以 当 1 о, | | | 
x Br WA F — ==” 928,145 У Y — А 一 Ta, (4.32) 


туей Жу mj 


其 次 ,由 附录 53 的 (3.32) 式 : 
0 < о" = IT,| 一 с" |м. < сга 
其 中 с 为 与 = 无 关 的 常数 .， 若 令 TS ЖОГ. Ë fi k Pl BJ Ж 
余子 式 , 则 显然 可 表 
ГАК — | Pes H| 


H° Г. 
其 中 H 不 必 具 体 写 出 ， танення \ 式 和 附录 $3 中 
的 引 理 ， 


> — Tt | 
к 一 с 一 


Ir. ШЕТ 
< 176 т^ =< Z=: а=. те e” 
- l< Б | 
ci 
又 由 对 。 的 正定 性 知 , 对 任何 TcA < n, | 
[|Р] < V м н < (33) 


РНК, Са), OG) 的 根 都 在 单位 圆 外 ,所 以 |] 和 10921 BB 
是 依 * 的 负 指数 律 下 降 的 ,因而 


У фео <o, 人 [600 < оо, У) nlp] < оо, 
и= № н ж б к= 0 


> «lo™| < co (4.34) 


后 ,由 于 | |b Ж 2 的 负 指 数 律 下 降 , 所 以 有 


>= > |r| < oo (4.35) 


k=0 
#1 (4.32) (4.35) 诸 式 ,我 们 可 以 对 (+. 31) 式 中 的 Sis 52, 53,5, 
分 别 作 以 下 的 估算 : 


S, = > pp У? м, РРР ТИРЕГЕН 


и) птахи 
т — 4 
=o У реренеь и i) 
一 `: - 


== ngt >, Pp + O(1) (4.36) 
mwamax(i,y 
| 5,| = фо) > (> нї Ye o) Š, +; РИЯ 
нр utita я у=] 


< Тә > |р] > Ce + Dle] 
~ о‹1) | | (437) 


>` pt pP] U) > 8, stie (5 Y, 二 十 本 一 在 н, )| 
# = 


ү Fan +1 =l 
т? РЇ 


15, | == (2 


< 19 У) («+ іре) Ў) 10 
I = g тт 0 

== O(1) (4.38) 
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|5, < > У) (s + Dp™ У (о Тре 一 ост (4.39 
i ар кюй 
联合 以 上 四 式 即 有 


= т . 
Улун? (ay 
>) Фф“ Фф ” >: RM м, У вм Yenti+r 


| Raf 


一 тї У) фф? + О(1) (4.40) 


Мапа ру 


用 类 亿 的 方法 可 以 估算 《4.30) 式 中 其 余 三 项 求 和 的 值 ; 在 此 

三 项 所 对 应 的 (4.31) 式 的 分 项 求 和 中 ,5,, S,, 5, 仍 为 OC) Br, Ж 

аел 它们 对 应 于 C4. 31) 式 的 第 一 项 5, 的 估计 与 (4. 367 式 
„Ў фф о) >, ĝa dytit д, Hitos, =- () 


А гг нет 


+ ns m 

“5 | qta) pt) > | B, ie 8, Zimu, 一 0 
2-01 
га ieva 

+й 

+ їн), (ье) 
Т. > | фр“ Ф ú > | 5... ғр Ф, іы, it 
‚=й 一 六 一 1 
me еру. : 


= по} > pipi + O(1) 


меа, F} 


将 这 些 结果 与 人 4.40) 式 一 道 代 人 《4.30) 式 , 即 得 


El Br Ө! = л У! | pp +.0( 1), 
Әр; Өф; накад i,j) 


I< i, p. (4.41) 
注意 ，(4.29) 式 中 的 91: Өт, 和 (4.28) 式 中 的 97; 52: + 除 差 一 负 号 
外 完全 祖 似 ,由 此 并 参照 Ca 26) 和 (4.41) X SAH 


а дг У) _; 
E (- “К |e — {H ОД Of 1 
, дф, 80, ) É #=шак {iaf} М + ( ) 


I<; =< p,1 < j = q (4.42) 
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. Ep (2-20) = | | Og 4 O 
30, ag ” RPAN ч? 


1 ij =< q (4.43) 
于 是 最 后 下 可 得 15 В) 的 渐 近 表达 式 : | 
08) – Es Bg A= "(7 x ) + 00) Өля) 
Emh Joes Jes Jae 分 别 为 p X p, p X д9 X а Ёё, 它们 的 i 行 
j 列 元 分 别 为 
pgp" P, У pap gen, У. 8 0 


Emax} amar. [í ,F) f Samarii, ў) 


而 p” 和 Bew 是 由 (4.27) 式 定义 ， 因而 被 参数 向 景 87 一 (ә Ө”) 
所 唯一 确定 . 

ATRE JAO 的 渐 近 表达 起 (这 在 实用 上 是 更 重要 的 ), 除 
了 (4.44) 式 外 , 还 需要 以 下 两 个 定理 . 

定理 2， 设 平稳 序列 ws ПАР ЦЫ ЛАШЫК KB) 以 为 参数 向 
最 (其 维 数 为 +), HARE JCE) TE. NAER TS e ZA 
存在 着 如 下 的 变换 : 

¿r = ГСВ) == (ECPN) a CD 

СВ) 在 PP 处 的 邻 域内 关于 8 连续 可 微 ， 而 且 变 换 的 Jacobi ВЕ 
зуун р. BAIE C = g (B 的 某 个 邻 域 内 ,此 序列 以 世 为 参数 的 


对 数 似 然 函数 和 信息 阵 可 以 分 别 表 成 | 
GQ 108 ) (55 
ro- eo e бл) 


其 中 rr: 是 变换 的 Jacobi В 


=a. ока жа (4.47) 
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证 明 . 在 定理 的 条 件 下 ,根据 隐 函 数 定 理 , ç — ¿ (B) BIE 
x 8 = 8GO # P = 608°) ПОНЕ, 单 值 和 连续 可 微 ， 
而 县 | 


EE Æ p A ЖАТЧУ А АСАТ Sp (4.45) А, 
їп В. | 
Ө) _ ap өр) _ өү: 8:8) 
at д Әр 88 өй 
# (4.46) 式 也 在 此 邻 域 中 成 立 ， 
定理 ER Ф(В) MaC) 由 一 平稳 可 逆 的 ARMA (р, 
s) RATATE. CIEELR ARR. Fe 
Ву 1— ИВ АВ? — +++ hpp Bt ` 
= p(B)0(B), (4.48) 
并 记 | = m Goh 55А bh == Сф" 0) 


那么 Jacobi rra 是 可 逆 阵 . 


证 时， ЕН А 的 定 江 可 以 逐个 推出 Ars Азу s Ару. 的 E. 体 РЁ 
数 形式 如 下 : 
й == Pı + 8, | . 
À, = — ph, + p, + 0, . 
hpg- 一 — (Pba + фь-104-1 + Ф, 104) | 2с 
Artani 一 一 人 四 ps-: + Фра) | 
hota = Феда | 


或 统一 表 为 | 
тіп? k) > mintg,k} О, 
м Ху Ват 2 Pc 
lamari keg) dmar tOk—p) . 
| (фо = 0, = — 1} 
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"ui a огы жау 


—— . НЦ 
1 g 1. 0 
-f . -e | q 
дА ; 1 2 1 
— s = ` ` (4.49) 
ө —@„ в 
— pi 
' — Fp . | P 
Ü ` ч 
Ü = 
一 2s 人 


将 这 个 矩阵 的 第 天 行 (1 =< ; =< b + 2) KW ЭБШ B: a Dn 3) Ж 
p + 9 行 ,使 该 行 变 成 (8(B8), BOCE), t, BOCEY, p(B), Bo 
СА), ~. +, BPLE, 其余 各 行 不 动 . 这 新 矩阵 与 原 第 降 应 有 可 
EAE. 若 原 年 阵 不 可 闭 , 那 么 新 矩阵 也 不 可 逆 , 即 它 的 请 十 了 列 
是 线性 相关 的 ， 因 而 存在 非 爹 为 零 的 数组 Cs т, l` Pp， 
Š> ` ` ` :二 7) 使 得 
moCB) + BOCEY + +++ + P B° BB) + E p(B) 
+ EBP(B)+ --- + EB pB) = 0 


EB) == У) yB, E(B) = — У s Bi, 上 式 即 可 写作 
із і іза] 


70В)е(В) = (В )ф(В) 
因为 6( B) 5 pE) 无 公共 根 , 所 以 在 在 多 项 式 F(B) AGCO HE 
ECE) — F(B)O(B), CB) = G(B)g(B). 1(B8) #0 (Ву 
次 数 最 多 分 别 是 p 一 1 和 3 一 1 次 . WB SS y FE 因此 ， 
(4.49) ARR — E JE: n] РЕ. 
有 了 这 两 个 定理 ,我 们 就 可 以 对 一 般 的 正 态 ARMA 序列 ， 求 
出 太 祥 本 信息 逆 阵 的 表达 式 . 在 本 节 的 第 二 小 节 ， 我 们 已 经 求 出 
了 正 态 AR 序列 的 信息 首 阵 的 渐 近 形式 ， 下 面 的 目的 是 要 把 一 般 
情形 化 成 为 这 种 已 经 解决 的 特殊 情形 . 为 此 ， 我 们 考虑 以 下 的 正 
Ж AR (# + 4,0) 序列 Tl 
АСВ )х, = pCB6CB Jr, = a, (4.50) 
HA A А AJE (8B) 分别 表示 x 的 以 处 8) RAER А 20 
。324 。 


一 -一 一 .一 


参数 和 以 P 一 《9 人) 为 参数 的 信息 阵 . 依 定理 3， 22. 为 可 


pr 
逆 阵 。 表 由 定理 2 的 《4.46) 式 ， 
AR 1 рж Bd үт! 
о) = (g) сво (2) 
BD 


краву = (2а дА" J аку (A) E3 (4.51) 


TR ЖН yt ох, 的 "ГУРТ WA (4.28) 和 (4.29) 两 
式 的 算法 易 知 


Əri = x p™ Y CY aipu + У-и) (4.52) 
др; s= 0 
т 5 етта Фу) Оза) 
因此 与 (4.44) 式 相 应 , 有 
INB) — н ( f АУ + OC1) (4.54) 
ФӘ 


由 此 及 (4.44) 式 和 《4.51) RAN 
Jo Je 
108) (7 у" )+ой) 


_-( ШЕ 1) +90) 
т Оз» (у) 
+ ОС) (4.55) 


两 边 取 逆 , 即 得 
KO = ( ° 1, ЕЭ О) (38) 
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_ 1 (” 0 í OR NYU yy СЗС °) 
1 ЭА x (ОАТ | 
я\ 0 Lr) 88 ° x 88 о 一 7 
+o (2) (4.56) 
п ` 


其 中 r: 由 (4.49) 式 给 出 ;而 十 4g УЕ М, 则 由 本 附录 53 


HJ (3.15) 式 求 得 ， 即 将 那里 的 如 维系 数 向 景 单 换 为 АСВ) = 
ФСВ)ӨСВ) йур + о ЭТЕ А 而 得 帆 ， 这 样 就 给 出 了 正 态 
ARMA 序列 m 的 大 样本 信息 逆 阵 的 渐 近 表达 式 ， 
іп, 25 81605 АКМА (1,1) 序列 w: 
й, — 站 一 人 一 上 
这 时 АСВ) = p(B) (В) = 1 — Cp, +80)B + p 0,B2, БИЛА — 
Сф, 十 ,一 P01 ЕҢ (4.22) 和 (4.49) 式 ， 


M, = 1 一 Ф101 —( Ф, +91001 — #02) 
кн 一 《中 i + BCI — pb) ] — pia? 


PÉ р (a, 2) Әй) E Pi = ô, Sa 2) 
TEH (4.56) 式 


Jz = — 4:17, (1 一 ф1)С1 一 Ph) (1—Ф 1261—00) 
A) o —0) AG -pae (1—00(1—еФд,) ) 


+ (2) 


最 后 我 们 指出 ， 为 了 给 出 以 模型 全 部 参数 a = (802) = 
(qr,0:,02) 为 变量 的 正 态 АКМА 序列 的 信息 逆 阵 ， 容 易 验证 此 时 
仍 有 类 似 于 AR 序列 情形 的 渐 近 公式 ， 即 | 


01, Pla) — _ 02, 
= HA Žr + 00),E, эз . 22) = ol) 


所 以 
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ОАА {p dl ён, ЇВ) о S 

jz (а) [z “ Ва КЕ { 0. м) (3) 

2: (4.570 
其 中 ЛСВ) H (4.56) 式 给 出 . 


55. ES AR 序列 参数 估计 的 渐 近 性 质 


显然 本 书 所 介绍 的 这 种 ARMA 序列 分 析 方 法 已 经 得 到 广泛 
的 应 用 ， 但 是 关于 模型 参数 估计 的 浙 近 均 方 误差 性 质 的 研究 还 不 
是 很 完善 的 .其 原因 之 一 ,如 在 本 书 第 一 章 $5 所 指出 的 ， 由 于 数 
理 统计 学 中 在 使 用 渐 近 优 效 性 这 一 概念 时 含义 不 清 ( 见 [10])、 导 
致 在 时 间 序 列 分 析 中 关于 参数 估计 的 优 效 姓 定 义 的 混乱 ， 这 一 点 
已 在 第 四 章 $4 中 作 了 进一步 的 说 明 ， 另 一 个 原因 是 ,在 计算 模型 
参数 估计 的 误差 方差 时 ,存在 一 定 的 困难 。， 实 际 上 ,在 写本 书 的 时 
候 , 我 们 尚未 见 过 关于 ARMA 序列 参数 估计 的 渐 近 方差 方面 的 研 
究 资 料 ， 这 一 节 我 们 将 对 正 坊 AR 序列 参数 估计 的 渐 近 方差 进行 
细致 的 分 析 ， 然 后 证 明 这 种 情况 的 矩 佑 计 和 精 估 计 都 具有 渐 近 最 
小 方差 性 质 ， 为 了 使 读者 对 于 参数 估计 的 各 种 渐 近 竹 质 的 含义 和 
证 明 都 有 所 了 解 ， 我 们 还 将 就 正 态 AR 序列 参数 估计 的 其 它 渐 近 
竹 质 ,给 出 详细 的 叙述 和 证 了 明 。 这 样 ,对 于 这 一 特殊 情况 的 参数 估 
计 的 渐 近 性 质 能 够 得 到 比较 完善 的 了 解 . 最 后 。 我 们 又 把 这 些 结 
果 推 广 到 非 正 态 的 AR 序列 的 情况 . BPE NEER Е 态 
的 ARMA 序列 的 情况 ,这 还 是 有 待 研究 的 课题， С 

下 面 讨论 正 态 AR 序列 参数 估计 的 渐 近 性 质 , 在 这 种 и, 
SAARA u ШИШЕ EE JR ЖИНИ 
等 , 当 样 本 N 很 大 时 都 是 十 分 接近 的 , 易 知 它们 都 有 相 司 的 浙 近 性 
Ж. ВЖ, ОКЕ ҢҮ Б (ЕБ ИЛИК ЕЕ. 

ARCp,0) 序列 的 模型 为 

p (B), = оа, 

其 中 p(B) = 1 — p B — pB — +++ — pB”. m Н BU BJ 24 
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乙 , 设 总 参数 加 量 g 一 Сф" ,ос2), p == (PiP . Pr). 参 数 的 
Yule-Walker 估计 ( 即 失 估计) 为 部 一 《$', 宁 ) ( 见 第 三 章 $3): 


Р 


= fré, E= +, — Ууф? = +, — Ф, (5.1) 


其 中 
fa T, fp ?, 
T, To fp- Tı 
Fp T pz" ` " Fa : Ts 
м—А 


? 一 2 D шд 
定理 1. ES AR(p,0) 序列 参数 的 Yule- Walker fitt & 5 PÉ 
EKEN 一 co 时 具有 以 下 性 质 : | 
(i) Š JE айни; 
Ci) ё а 的 渐 近 无 偏 估计; 
(шу VN ë М (а-о) ЕЖА 00,7) 


其 中 | 
J: 一 (^, w ), м, — «Г! (5.2) 
(iv) 在 是 站 的 渐 近 最 小 方差 估计 * 即 
EER — ir +o ($) =] + o (у). _ (53) 


其 中 Jn = z.( Si Э) — к ._®Чн_ ук ,的 信息 阵 ， 
In 是 w 的 对 数 似 然 函数 ( 注 . аните), | 

《*》= 的 所 有 三 阶 以 上 的 矩 都 是 o ( L.) 无 穷 小 量 , 即 当 Y > 
3 时 ， | 
[ECan E) — о (1) (5.4) 
本 节 以 后 的 全 部 内 容 在 于 证 明 这 个 定理 .为 此 。 我 们 把 它 分 
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成 几 个 较 小 的 定理 或 引 理 , 完 成 这 些 定理 或 引 理 的 证 明 后 ,就 相当 


于 证 明了 整个 定理 . 
引 理 1. 15 
т, Ye Y, tt Taa 
d, Ге, 一 А , T,= т, К Y +2 (5.5) 


Ya тъ EEE 
mH Tn E EEH. Б ЛЕК = Р 时 ， Š, 的 诸 分 量 Pki 《1 = i = 
k) A WS IE 
[eá | < 217, 1<;j =< (5.6) 

IER. HF Ten 正定 , 所 以 存在 p 十 1 个 均值 为 零 的 正 态 随 
机 变量 Yos Yis” "Уро 其 联合 分 布 的 协 方差 阵 为 Ts， 由 于 为 为 
EREE., Ж | 

Fa = 9, ур = Eel ys ya," УА) — yas k > 1 М y, y> 
ys" ›ўр 为 了 个 相互 独立 的 随机 变量 . 记 

yi == (уу `" sYa) Ik |m (Yk Yk- "а sP) 那么 (人 参看 第 一 
章 $5) 

Eyolye) 一 ED Eyy) Y, 一 БГууь = фу» 


. Р—1 


一 Per (9, 一 ўр) + > фу; = z — Фррӯ» 
j=l 


Р—1 
其 中 = = Ффьўь .十 >; Фу: {МДЕ у, ya" ** sYs—1i 的 线性 组 合 , 故 与 


Fe 独立 ,所 以 Porr == — Еу) СЕЎ). X + 
$, == ЕС» | Fiyi" ›ўр-\) = Bs _ yp » Yo == $, — Ye. 
ў E YoYo "Yp 的 线性 组 合 , 故 也 与 $5 独立。 所 以 
| Ey, 一 EC} — yo)ye 一 一 下 joyr 
此 外 还 有 | | 
ER = Ed y - yr -spr — BT po- = Piibe. 
Еў} = ЕГЕУ [уза yas" `. yp == E[E(y s ] ур-15ур-1э т yT 
= E[E(y,] y - 2) 1° — 5 _.Г;2,5,., = C N. PEN = Efi 
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№ fu EJ = Eyi — ЕЎ = r, — Еў = Еу; — Еў = ER. 于 是 
[pos | = [EGF NED! < (КЕЗЕ СЕЎ) — 1 
Е, БУЕН ГИ р ЈЕ, ВТ 
[pa] = 1, І =< £ < > (5.7) 
由 Ф, 的 定义 (5.5) 式 和 第 二 章 的 (2.2.23) AEA 
Фау Pr i — 四 不 部 ta 一 2 一] 
Td (5.7) 式 和 上 式 ， 

[qa | [Фф 一 PaPa | < |p, | + {Pu! | pa 之 1 十 1 一 2 
假定 对 于 站 =< x (5.6) 式 已 成 立 , 那 委 | 
| | Фьча,; | 一 |%,; 一 Ф.н. sta =í] < |, | + [Panti] 

S22 - : 


依 归纳 法 即 证 得 了 (5.6) 式 . | 
引 理 2. 设 w, HER AR(p,0) 序列 , 那么 ,Yuie-Wakker 估计 

争 的 各 分 量 几 乎 必然 有 界 : | | | 
тах, Ф| < 2 ` (58) 


li 


证 明 : k +, 和 Ti 的 定义 ， 可 以 将 fi 写作 
Юу (y 71t WN 


F”, ta .... WN 0 


Hi Ma " "" WN хрФаух СМАР) 


由 此 可 见 fen 是 非 负 定 的 。 丽 且 只 于 wn 不 是 零 向 量 ， 则 六， 就 
一 定 为 正定 :显然 ww 一 0 的 概率 为 零 , 而 且 即 使 六 从 一 变 到 无 穷 ， 
所 有 使 ww == 0 的 概率 也 只 能 为 喜 。 因此 了 oy 几乎 必然 是 正定 
阵 。 然 后， 根据 前 面 的 引 理 1, (5.8》 式 几 平 必然 成 立 ， 这 就 证 明 
T582, Ee 

定理 :2. 在 定理 + 的 条 件 下 ,以 下 结论 成 立 : 

《i》 对 任意 整数 (1 < < r) у (1 =< r <>, REIS 
<р, ПН. > + 12 3, WE 3 


= 230 < 


Р, 一 À FFE, F = 


мы = та Ра ы ьн 1 
Е аф; Фф, yi Yi Tal — (=) (5.9) 


《iiy ё Ж а 的 渐 近 无 篇 佑 计 和 相 容 估计 , 且 进 一 步 有 


lim Fla] = 0 (5.10) 
(ii 4 m > 3 H$ 
E|ë, 9,8,1 = (L) | (5.11) 


МЕВА. 在 《5.1) 式 中 出 现 的 广 , 6,， 其 被 估计 信 HM Г,, b, = 
示 , 其 误差 用 语 ,、&; 表示 , 其 它 类 位 的 符号 不 言 自明 .为 了 简化 符 
号 ,还 暂时 将 下 标 了 也 略 去 ; 即 Г, = Г„Ь, = b 等 等 ， 于 是 
Фф — $ — g = fÉ — rb = fb — rob + rb — rh 
= PÊ + (f~ — ré — ГЭВ rs 


= rÉ — ЁФ) (5.12) 
现在 定义 一 个 pX (p + 1) БЕЕН = (ñi) асро<а<р W F: 
hio = — Pishi = — Pj- — Pipl < Á р (5.13) 
其 中 约定 


p = lypi = Ppp = 0,1 > Ü . 
框 应 地 可 定义 存 ( 仍 约 定 和 = —1,$-; = Фон = 0,; > 0), А 
易 知 有 


Ë — Fe = HË, É — Fe = АБ, s (зб 
Ж b = Go 7777). TEEGI) TA 
Ф 一 гй, (5.15) 


ЕЖЕН 5] EE 2 89 (5.8) АЛП E 8 89 29 A max а | < max 


СФ; + | фк =< 28 十 2 一 = 2°, 并 依 前 记 r> = doi My 
= o; (и, БЕЯ ТГ SiS pp， 


P 由 
(| = 1 >; глобин < рог max EA max |41 
i=l k= 0 É. + 


DNET ONEA (5.16) 
k= Q k=Q i 
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А.А.) c... u TL r 


Ti ee á. 


FF ЕН 32 ËJ ДЕ Ж Chi (5.1) 5) 和 吧 一 Yo 一 种 二 ( 见 第 二 章 
(7.13) 式 )， 
d — d — sl = ?, Ф у + pb = + — + b) + ф'Ь 
= +, — b — Ь%ф (5.17) 
由 此 及 《5.8), (5.16) 式 可 知 


Р Р Р 
21 17,1 +2 >; |# | + 之 zi 和 < У 12.1 
f=1 J=1 k= 0 


最 后 利用 附录 #2 的 定理 1 和 2， 凡 及 上 式 和 (5.16) 式 ， 立 记得 到 
本 定理 的 Ci), (и) ЯП (ш) 的 全 部 证 明 ， 其 中 在 证 明 tii? 时 还 要 
广 意 用 一 下 不 等 式 

Е|а,| < у Ег. 

定理 3 在 定理 1 的 条 件 下 ，Yule-Wraiker 估计 à WERDE 

阵 满足 不 等 式 
ы 一 M Ü 
ғай = = P Ё. 
Ja (a) 一 м(" э? 十 (+ ) 

证 明 ， 这 一 定理 实际 上 是 附录 $4 的 一 、 二 两 小 节 的 推论 ， 
根据 $4 的 定理 BEH 4 可 知 上 式 中 前 一 不 等 式 或 立 ， 再 根据 
(4.20) 式 便 知 上 式 中 后 一 等 式 成 立 . 

定理 #4. 在 定理 1 的 条 件 下 ，Ynle-Walker 估计 垦 的 误差 方差 
КЕЕ ККИ. Эх, м, а N 

Ей& — Jy + o _ 1 f 十 ol 一 5.18 

证 月. љик», 

G> Ж EP). 

由 (5.12) #9 (5.9) 式 ， 

E(@@') = TEC — F(g + eD Fp + BT: 

-1 — F ÈE — Payri 1 
= TE (È — Ге)(Ё — Гут + o (+) (5.19) 
用 oi; 表示 P 阶 对 称 阵 EC — Fey( b — Ге)" BJ š fr i ЭЙ, КЧ 
Э 52 的 定理 1,1,7 = j,» `í Ë (EE po "= —1), 
+ 333 - 


P 


. Р 
“у == E чё раба) (> PF +-1 ) = > ФаФЕ ўа 


й = 4) | Ж. 


一 L > Qar > CY itik Yj- 


15-i 


+ а +o (1) 
fi 一 此 КИ), М 


š. 
Фи: ( У unay e ko -t 


і 
N к. “у” masan 


+ О) +o (2) 


Ё 
1 
-W У? TPT iT 
р=-= k, {20 


E Yei-1Y ii) + o (2) 
9 ш, Ж АВ ВЕІ, ATEL 


P 
一 > | PY гь» == Еш Си, рун үс * '" — Qo p) == ЕС, аһ) 
= 0 . : 


P 
一 >, фак Eww — Фуну — ppp) == ЕС weas) 


0 


Нес, Ewa = 0。 于 是 
Р . 
рр е 一 工 У | > p E CIETA. 
#=0 


N #=—=w 


— ЕС, уа›)Е Саъа,.) | to (5) 


= iy Y i-i E Cia) + o (2) 


£ m— = 


k 1Y +. . 
一 N Y;-; + o (hii = 1 ">P (5.20) 


AERA (5.19) 式 便 得 
w 333 > 


ЕСФ) = I гж (2 )| r” +o (g) | 
= г + (5 АС ) (5.21) 


«пу Ж Epi), 
H (5.12), (5.17), (5.9) ЯП (5.21) з» 
Е(ефё1) = ГЭЕ(Б 一 Рф + Ф)) (ӯ, 
— (ф + PYE — Е(фф')Ь 
-F(E — F = Er _ 9 一 ө 1 
— TEC — Fe)(+, — bẹ) ST b+ (=) 
эв Руб. Ey etol 
= r” EÈ- Тө) G, — e) — Š: е + o (2) 
„ (5.22) 


19; ЖР SEE E (Ё Tp — Бф) 的 第 i 分量， D (1), 
由 附录 62 的 定理 |, 对 了 一 1,555, р, 可 算出 


h P Р 
т; == Е (> PE )(> е?!) == >: фар:ЕС?;-к?1) 
= 0 {0 х=й 


e. + ñ .. I . T 
. 1 ` | 1 
=F >, PaP >; Суға 十 Y i+i-kY si) + о (2) 
N күрг 四 N 


上 一 一 


[| #Hr ` 
_ 1 | | Ly. 
= — > | > | PAPC Tipik яя T Titi sk) + o( ) 
N і =- => #.і =й N 


_ S L > ГЕ Сала.) Еола). + rE Caso) +o (2) 


E = — оз 


_ а + (L) | (5.23) 


RA (5.22) 式 即 得 
E (фат) — LTB — 到 гә + [L )— (4) (5.24) 
《iii> Ж EEF, 


H (5.17), (5.24), (5.9), (5.12), (5.23) зя, 
ECY = EEX fa — (р + EVE — Еф 


r 234 • 


一 ET, — ФБ 一 b'g). — т) + 9 163 

= EG; — беу — orb Toa ipt. (2) 

-EG беу È въ (1) С 25) 
н ЕЙ О з өзу 


‚- . 
ЕС, -é py = Е > вт = > qp Ip Еа o 


М 


+ ©. 
_ = >, PaP D Уа 1 十 у +o (1) | 


= Р | . . . 
15 у уу үзү" 
— Фф! (Y par 十 т.474) + о (+) 
N r=”. k= N 


> 15,804) + Euras) Ewen)] : +o (1) 
Ira? + Ewa] + о (1) сд 
э | | 
+0) Ес 
糙 此 代 人 (5.25)7 RHEN о? у, — ф' НИЯ 
y 02 95 (>. — oft 
ECS) y 679 +9) N (re 9) + ‹ GL š 


-At o(d) ea 
将 (5.21), (5.24), (5.26) 式 联合 起 来 ， WENT (518) 式 . 
定理 5. 在 定理 1 的 条 件 下 , 令 
г фе РЬ, + Об. 27) 
жр & — ФФ: ә, ñ, ЖА УШ, 其 :行列 元 为 
Fiir WALA k Z= p j ` 


ECESO = E(B Ф) фо Фе L M. + o (2), (5.28) 
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其 中 看 = TB 由 (5.5) 式 定义 ， 

证 明 . 在 定 捏 4(5.21) 式 的 推导 过 程 中 ,如 果 我 们 把 w 的 模 
型 看 成 是 退化 的 AR (4,0) РЕЗИ G > р), 其 模型 参数 为 起 一 
Cpis Ps ta p00 0 == Tx， 那么 整个 证 朋 将 毫 无 改变 
ЯЕ ВТУ ĝe 而且 仍 有 类 以 的 结果 , 即 


Бф re о (2) iM + o (Z) 


关于 AR FJ Mo ВУД R fk КЕКЕТЕ 33 里 
给 出 了 .在 此 ;我 们 特别 关心 fs 中 序数 大 于 的 诸 分 县 ФО > 
р) 的 误差 方差 ,这 时 фы 一 0. 依附 录 (3.17) 式 和 (5.28) 式 便 知 ， 


minik —;,P) 


Еф 一 E= > ә + о (+), > pj>p (5.29) 
` N . ¿0 N | . | 


可 见 Еф, = 二 k> р,Н рў к ph. 
1 , 1 
Ep ө” Ф Ф рр) (5.30) 


і жі 


LAH р, < k Во р, E@u@u = о (s). 


在 本 书 第 三 章 中 , 除 用 到 Eph 的 渐 近 表示 式 外 ， 还 用 到 下 面 
的 结果 : 

定理 6. 在 定理 1 的 条 件 下 ， 并 采用 定理 5 中 的 记号 ,那么 当 
n >> m >> p h 


五 Bon = E#$,,@,, = о (2) бз) 


证 明 ， 注 意 , 对 于 AR(p,0) 序列 , ЗНОС, ЕК. 
偏 相 关 冰 数 、 它 们 都 满足 第 二 章 (2.2.23 式 的 递 推 关系 .只 是 对 
ТРЕОНИН Э АЗК, НТА АГН ВЈЕРЕ ЛАТ. 我 们 这 
里 主要 用 到 (2.2.23) 式 中 的 最 后 一 组 公式 , ВП k l, 

Prti 一 Фаз — Prti Pek- 1 7 = K (5.32) 
Фан > Фр Pkt Pkk- an’ SFSR {5.33} 
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H (5.32) 式 的 两 边 和 分 别 减 《5.337 ARN” 20 k Z p HERS (ZE 
= rit “” 0, 在 & = p HJ) 
Prti Фм (фын Фа — Фани kekit) 
一 . (5.34) 
以 izar aa ЗЕ БЧ s & SA | | o 
Еф фан "= Ёфаны ныф ti Еф жк Prr- 
= Ефрыдыфы—— Pir-i ЕФЕ 一 Еф ыкы фый-н 
5 (5.35) 
根据 定理 2 的 结果 和 证 明 * 不 难看 出 有 5 
| Еф, k+i Ék, к-на! = 9 (+) 
ERA (5.35) Ao BERA 
Et i == Еф Prti + Prk- ЕФ + o (2) | 
Ж ИУ | 
Фа—1+1» k — +1 <? 
应 用 (5.29) 式 和 附录 53 的 (3. 17) 式 分 别 计算 出 前 一 式 右边 
和 的 前 两 项 、 可 得 | 


_ 1 1 | 1 - 
E жы „ Жыр -— ,k— „ + А —_ + © (2) - 
Pitok+ Phi W Pt W 全 是 二 一 站 HL N) 


Pi t-j M Í 


| =o (+) k => p,1 = ; =< (5.36) 
再 在 《5.34) ҖЫЕНА fuso 然后 求 各 自 均值 ,又 有 
Er = Еф» 一 下 Фао Perat a-i 
- - - - {1 
= E Ürt фы 一 Pir-i фын Ен, +з F o (2) 


利用 (5.36) ROF K RRR + 1), 由 上 式 便 得 


Ефим == Eitanit2 tii 十 Pita E iP tint 
1 1` . 
+ (z) о (2), k > p, 1 = ; = & 
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依 归 纳 靶 不 难得 到 ,对 任意 正 整 数 *y 部 有 
gtrrtrrgu = о (2), k >p, <; < 


特别 取 j = Á = m, Á + z 一 = 便 得 到 (5.31) 式 . 定理 证 毕 ， 

(5.29) ЯП (5.31) ABRA, AR (p,0) 序列 的 样本 仿 相 关 函数 
Фа, E k> p UAE. — 

. 下面 我 们 来 研究 AR 序列 参数 的 Yule-Walker 个 计 的 新 近 分 
Ж. -为 此 先 证 明 以 下 的 引 理 . 

引 理 3. it r 阶 方 阵 O, 为 随机 和 矩阵 ， 当 :~ оо» О. 依据 
Ri FARBE О, 即 О, 的 每 个 元 4 多 К ШЕЖЕ Т е; 
(157,76 r); ХВ х, 为 > 维 随 机 向 量 序列 , 4 л — oo 时 ,x, 的 
分 布 浙 近 于 正 术 .Y (0,4) 分 布 ， 那么 ， 随 机 向 量 y; =O, 的 
分 布 渐 近 于 正 态 NO, QA 0°) Зт.. 

ЕВН. D 设 ez 为 任意 的 > Ч 

7. = Оа, — u O ,x, == У, 
TEH n — co BF, m, fk kk Se W n) зу = Оа 
0) х. 的 分 布 渐 近 于 正 态 人 (0,4), 等 价 于 = BI RHE AS 
BAF СО, 47 的 特征 函数 , 即 当 w-*eo 时 
Ec хө — p FFA 
对 任意 r 维 实 向 量 专 都 成 立 , FA Ë G 为 任意 实数 Её, H 
上 式 有 
a Еей#ёкө pp T rat га — со) 
它 说 明 随 机 变量 列 £=, RAER RA T IER A O, EAE 的 
FEIE AR, M £=, 的 分 布 渐 近 于 正太 „00 ЕА). 
ш) 5 | | | 
ф(х) = Она ee dë 


其 中 E — СҮ -= sr} 为 纵向 量 ， 并 约定 记 | 才 j = Sjal. 
ВД e > 0, BFE KSO, EARD < 让， 因为 的 分 
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Ж РЕЖ NY , 45, Pr ДВ о ХР m 局 ， 7 Y 
| ‚ € È Е 
P| |х, = kl) << (Kk, Fry Sy ty = 8 


我 们 还 可 选取 К, > 0, 使 . 
Р[|х„| 2 K} < s.l аа су... 
再 取 K 一 max (K,, K), 则 有 НИ 
. (Пе! эселе no 2. 
(iv) TË #, = n, — n, 见 |, [< НЫ |x. |. 于 是 由 
<), 任 给 д> 0, О | | 
PI |9, | 22 8] < P[ [ñ | |=. | > а) 


Р.а, 22а, а, | < К] + P[ |1: |x, | > әла 


-> К] = |9,1 K > 8] +P[ |а, | 之后] Е 2 


| о, | 
在 《i 中 已 指出 э), 依 概率 收 合子 а}, БТ 13] віват 0, 
于 是 在 上 式 中 先 令 s — oo ,再 令 se 一 0, 即 得 - 
и lim PE [Tx = 81 — 0 
这 就 证 明了 第 x, БОСА o. 
=) 注意 , 任 给 上 关 0 和 实数 az. ` 


| РЇ зул, <) == РІ т.%, < r," x, “ох + 8] К | 
А сз. «Раба, = x + 8] + РГ, >s) 


Pix, < x — 8] =Р[зх„ < z — 8, Yx, < x] 

+ Piya, < + 一 8„лрых„ 2 х] 
= P[w,x, < =] + PI] 22 a} 
联合 起 来 就 有 | i 

Різүж, =< х — 8] — PÍ х, >> 81 = Pinar, < 
< PINA, < x + 8] + Р [#%;x, | > 81 

H (1), рх, AIA A ДБ TEER МОО, Ату). 于 是 由 上 式 和 liv) 
得 到 
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j 


йт Р (е, < > — 8] = lim Р[тр, ж, < z] < Em Ping x, 
< x] = üm PI x < £ + 8] ` 
再 令 8 — 0, ВП] 
lim Р[ зр. x, < xz] = lim Pix, < х) 
Вр ms х„ ВАТТ F E (0 ‚лү Ат) 
Gi) 在 (10) HEA y = Qu, турх, = m" Q,x, = uy, TI а E: 
RR r 维 实 向 量 . 由 (У) 41 
Ee Onn me Feivys ma Feina, — e Ih An me очо 07и 
而 这 又 等 价 于 jw = Q,x, 的 分 布 渐 近 于 正 # + (0, QAQ"). B| 
理 3 证 毕 . 
”定理 7。 在 定理 1 的 条 件 下 ， 设 4 的 Yole-Walker 估计 为 二 
那么 VN ё 的 分 布 渐 近 于 正 态 NOJ, 六 :的 定义 见 (5.2) 式 ， 
证 明 ， 根 据 前 面 推导 的 《5.14) 和 (5.17) 式 ， 
VN p= /NË .. | 
ММ ë — G — Ф — br Ab) VN 
= Ф, P) + ф'Ё ] V N 6, 
其 中 旬 = —1. 在 定理 2 НЕ HET Elg 一 0, В Фф 
AA ЯЖ TF p 和 H, 其 中 互 的 元 的 定义 如 【5.13) R. 
于 是 上 面 两 式 可 统一 表 为 


一 _ r-# Ë, 
У а (оо выто "VN 
P т?н 
Омут О т (оен) 
нз јав“ Z ARRERA. THESE $2 的 定理 3, VN 
和 的 分 布 浙 近 于 正 态 F (0,С), 其 中 人 的 元 出 (2.227 式 给 出 再 
由 引 理 3 BHI, A/N a 的 分 布 新 近 于 正 态 A(0,0G0'), 这 里 
ГЇН [ 
HT, oH 
(еэ _ =н ) G Ç Cpap) — НФ) 
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_ ( `Т?НЄНҤТҮ?—Т?НС{(ф,фр?)# + Hp] J 
— [pop tP HIGHT pop HP HG pup --Н'ф] 
仿 定理 4 ПЕВА АУР ЕИН БН ВЕН ВО GEA 
BART)’ Канан: 
Mp 


0 一 上 
осо 一 (Ç ыз) =] 
从 而 证 明了 VN а 的 分 布 渐 近 于 正 态 人 (0, 中). 于 是 定理 全 部 
得 证 ， 
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本 书 成 于 1976 年 前 后 , 它 包括 了 近代 时 间 序 询 分 析 中 较 活 路 
的 一 部 分 ， 几 年 来 : 书 中 所 介绍 的 方法 和 理论 都 有 了 都 的 发 展 ,这 
些 内 容 来 不 及 反映 在 节 中 。 了 此 外 , 书 中 也 未 收集 ARMA 模型 的 定 
阶 方法 、 非 线性 模型 及 多 维 序 列 的 绕 计 方法 ,而 这 些 内 容 目前 也 已 
在 文献 中 丰富 起 来 ， 不 过 ,本 书 的 线性 АКМА 模型 分 析 仍 是 最 基 
本 的 ,是 了 解 时 间 序 列 分 析 中 更 新 更 广泛 的 内 容 的 基础 ， 为 了 有 
兴趣 的 读者 进一步 掌握 更 多 更 新 时 序 分 析 方 面 的 知识 ， 在 出 咸 前 
夕 ,我 们 增 请 了 一 些 新 的 文献 召 录 (有 从 123] 至 [38]) 并且 给 出 以 下 
的 分 类 , 供 读者 查阅 . | 

一 、ARMA (p,q) AHER ERLE 241128711301). ` 

二 、 非 线性 模型 分 析 ( 见 [31][32】)， 

=, 多维 ARMA 模型 的 绕 计 分 析 ( 殉 [15]529])。 

H, 372200965700 AR 模型 分 析 ( 见 [25]). 

т. ЭКБЕР ВКО AR 模型 分 析 ( 见 [27]》. 

六 、ARMA 模型 估计 的 新 近 狂 质 ( 见 [16][26][33]). 

七 、 应 用 及 其 它 ( 见 [34] 至 [38]). 
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